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Bu tezde abelyen monoid teorisinin klasik sonuclart n1 n bir derlemesi yapilmustir.
Ayrica bu derlemede yer alan temel algoritmalari n program olarak hayata
gecirilebilmeleri icin MS Visual Basic dilinde bir nesnel yap1 onerilmistir. Bu derlemede
yer alan bag lica teorem ve algoritmalar sunlardir:

M, 7" nin invaryant faktorleri dy, .. .,d, olan bir alt grubu ise

Z'IM ~Zg, X ...xLaq X Z""

oldugu ve M nin bir doguray kiimesinden veya denklemlerinden bir bazinin nasil hesap-
landi81 gosterilmistir.

Sonlu doguraylt monoidlerin sadelesmeli olma, burulmasiz olma, indirgenmis olma
ve sonlu olma gibi Ozellikleri ve buna baglh bazi sonuclar incelenmistir. Grillet’in, sonlu
dogurayli monoidler iizerindeki bir teoremine de deginilmistir.

Minkowski-Farkas lemma ve bunun sonlu dogurayli monoidler iizerindeki
uygulamala- rindan bahsedilmistir. Bu lemma kullanilarak, Q" nin bir alt uzayinin; eger
varsa, belirli 6zellikteki negatif olmayan elemanlarin1 veya kuvvetli pozitif elemanlarini
bulacak algoritmalar ile N/ ~j; nin bir grup olup olmadigina veya bir afin yarigrubu
olup olmadigina karar veren algoritmalar verilmistir. U (N"/ ~j;) nin hesaplanmasi i¢in
yine bir algoritma verilmistir. Rasyonel katsayili bir homojen lineer denklem sisteminin,
tiim koordinatlar1 negatif olmayan tamsay1 olacak s ekilde bir agikar olmayan ¢oziime
sahip olup olmadiginin kontrolii i¢in bir algoritma verilmistir. N” nin iki sonlu dogurayh
alt monoidinin kesigsiminin asikar olup olmadiginin belirlenmesi, eger asikar degilse kesi
simindeki bir elemanin bulunmasi i¢in bir metod verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sonlu dogurayli degismeli monodiler, sadelesmeli olma, burul-
masiz olma, indirgenmis olma, kuvvetli pozitif eleman.
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In this thesis we give an exposition of the fundamental results in abelian monoid the-
ory. In addition to this we give a description of some classes in MS Visual Basic that can
be uses to implement the algorithms which take place in this exposition. Following is a
list of some important theorems and algorithms in this thesis.

If M is a subgroup of Z" with invariant factors dy,...,d, then it is shown that

Z'IM ~Zg, % ... X Lg, xZ"".

Furthermore, we give an algorithm to compute a basis of a subgroup of Z" from one of
its systems of generators or its defining equations.

We discuss the properties of finitely generated monoids such as of being cancellative,
torsion free, reduced and finite and give some results. We mention a result by Grillet on
finitely generated monoids.

Minkowski-Farkas lemma and some of its consequences on finitely generated
monoids are given. Especially we apply this lemma to decide when a subspace of Q"
has a non negative or strongly positive elements, if any. We give algorithms to find out
whether N" / ~; is a group or an affine semigroup. We describe an algorithm to calculate
U (N"/ ~pr). An algorithmic method deciding whether a linear homogeneous system of
equations has a nontrivial nonnegative solution and another algorithmic method decid-
ing whether two submonoids of N have nontrivial intersection and if so then finding an
element in intersection is given.

Key Words: Finitely generated commutative monoids, being cancellative, being torsion
free, being reduced, strongly positive element.
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1. TEMEL TANIMLAR VE SONUCLAR Tez YAZARI

1. TEMEL TANIMLAR VE SONUCLAR

Gruplarda boliim grubunu elde etmek i¢in onun bir normal altgrubuna, halkalarda
ise onun bir idealine gerek vardi r. Monoidlerde ise bu gereksinimi kongruanslar karsilar.
Gerekli biitiin tanimlar1 yaptiktan sonra dikkatimizi sonlu dogurayli monoidler ii zerinde
yogunlagti racagiz ve her sonlu doguraylt monoidin N” nin bir boliimii oldugu durumlarda
bir temsil verecegiz.

Bu tezde Z ile tamsayilar ve N ile negatif olmayan tamsayilarin kiimesi gosterilecektir.

Denklik bagintilari ile ilgili temel bilgileri burada ki saca hatirlayalim. X herhangi bir
kiime ise X X X nin ¢ gibi bir alt kiimesine X {izerinde bir baginti denir. (a,b) € G yerine
ach gosterimini de kullanacagiz.

X lizerindeki bir ¢ bagintisina; her a € X i¢ in aca oluyorsa yansimali, her a,b € X
icin ach iken bGa oluyorsa simetrik, her a,b,c € X i¢ in acb ve boc iken acc oluyorsa
gecis meli denir. Eger X iizerindeki bir 6 bagintis1 yansimali, simetrik ve gecisken ise ¢
ya bir denklik bagintist denir. o bir denklik baginiti s1 ve a € X ise [a|; = {b € X | acb}
ya a nin denklik sinifi denir. Yanlis anlagilmaya yol agmayan durumlarda [a] yerine [d]
kullanacagiz. Bilindigi gibi a,b € X ise [a] N [b] # 0 olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul
[a] = [b] olmasidir. O halde denklik siniflart X in bir parcalanigin1 verir. Herhangi iki
elemanin denk olmasi i¢in gerek ve yeter kos ul elemanlarin bu pargalanisin aym kiimesi

icinde olmasidir.

Tanim 1.1 S bostan farkli bir kiime ve +, S iizerinde birlesme 6zelligini saglayan bir ikili

islem ise (S, +) ikilisine bir yarigrup denir.

Tamim 1.2 Bir (S, +) yarigrubunda her a € S i¢in a+0 = 0+ a = a olacak sekilde bir

0 € S varsa (S,+) ikilisine bir monoid denir.

Not 1.3 Aksi belirtilmedikce bu tezdeki biitiin monoidleri ve yarigruplart degismeli

olarak alacagiz.

Tanmim 1.4 Bir S monoidinde her a,b,c € S i¢in a + ¢ = b+ ¢ oldugunda a = b oluyorsa

S monoidi sadelesmelidir denir.

Tamim 1.5 Bir (S,+) monoidinde her a € S i¢in a + b = 0 olacak sekilde bir b € S varsa
(S,+) ikilisine bir grup denir.
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Eger bir monoidde bir elemaninin tersi varsa tektir. Bu yiizden bir a elemaninin tersini

—a ile gosterecegiz. Bir grubun daima sadelesmeli bir monoid olacagi aciktir.

Tanmm 1.6 S bir monoid ve H C Solsun. 0 € H vehera,b € Hi¢cina+bc Hise H ye S

nin bir alt monoidi denir.

Verilen bir § monoidinin biitiin alt monoidlerinin kesisiminin de, S nin bir alt monoidi
oldugu agiktir. Bir S monoidinin bir A alt kiimesi verilsin. O halde S nin A y1 igeren tiim
alt monoidlerinin arakesiti de bir monoiddir. Bu monoide A tarafindan dogurulan monoid
denir ve (A) ile go sterilir. (A) monoidi S nin A y1 iceren (kapsamaya gore) en kiigiik alt

monoididir. Dahasi eger 0a =0 ve 0 <nigin (n+1)a =na+aise
r
(A) = Znia,-|r€Nveherl <i<riginn,eN,aq; €A
i=1

oldugu kolayca ispatlanabilir. Asagida aksi soylenmedikge S sembolii bir monoidi goste-

recektir.

Tanim 1.7 S = (A) ise S ye A tarafindan dogurulmu § ve A ya da S nin bir doguray kiimesi

denir.
S = (S) olacag agiktir.

Tanim 1.8 S = (A) ve A nin S yi doguracak s ekilde hicbir 6zalt kiimesi yok ise S ye
A tarafindan minimal olarak dogurulmus ve A ya da S nin bir minimal doguray kiimesi

denir.

Tanmim 1.9 Eger S nin, S = (A) olacak sekilde sonlu bir A alt kiimesi varsa S ye sonlu

dogurayli denir.

A, S grubunun bir alt kiimesi ise (A) monoidi aslinda S nin bir alt grubudur. A
tarafindan dogurulan bu alt grubu G (A) ile gosterecegiz. Eger her n€N ve a €A igin
n(—a) elemanini (—n)a seklinde gosterirsek,

GA) = {Zziai |reNveherl <i<riging €Z,a; EA}
i=1

oldugu kolayca gosterilebilir.

Tanim 1.10 Eger A sonlu ve S = G (A) ise S ye sonlu dogurayli grup denir.
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S1,...,8, bir monoidler (gruplar) dizisi olsun. Si,...,S, kiimelerinin kartezyen

carpimi olan Sy X ... X S, kiimesi iizerinde
(al,...,an)—i—(bl,...,bn) = (a1 —|—b1,...,an—|-bn)

seklinde bir iglem tanimlarsak (S; X ... X S, +) bir monoid (grup) olur. Buna Sy, ...,S,
nin direk ¢arpimi denir. Eger S; ler sadelesmeli monoid ise S; X ... X S, de sadelesmeli

monoiddir. S; ler sonlu dogurayl ise S, ...,S, nin direk¢ arpim1 da sonlu doguraylidir.
Gosterim 1.11 S x ... x Syi S" ile gosterecegiz.

Tanim 1.12 ¢, S iizerinde bir baginti olsun. Eger her ach ve her ¢ € S igin

(a+c)o(b+c) oluyorsa 6 ya S iizerinde uyumlu bir bag int1 denir.

o, S lizerinde uyumlu bir bagint1 ise, kolayca goriilecegi gibi her acb, cod igin

(a+c)o(b+d) dir.

Tanim 1.13 § iizerindeki uyumlu bir ¢ denklik bagintis1 na S lizerinde bir kongruans

denir.

Gosterim 1.14 Bir S monoidi iizerindeki verilen bir ¢ kongruansi i¢in S/6 ile S nin tiim

elemanlarinin denklik siniflarinin kiimesini gosterecegiz.

S/c tzerinde + islemi [a] 4 [b] = [a+b] olarak tanimlanirsa (S/0,+) nin bir
degismeli monoid oldugu kolayca gosterilebilir. S/ monoidine S nin 6 modiiliine gore
bo liim monoidi denir. Benzer sekilde S bir grup ise S/c nin bir grup ve S sonlu doguraylh

ise S/o nin de sonlu dog urayli oldugu kolayca goriilebilir.

Tamm 1.15 S, S’ iki monoid olsun. f : S — § bir fonksiyon ve f(0) =0, Va,b € S i¢in
fla+b) = f(a)+ f(b) ise f ye monoid morfizmi denir. Eger f bire-bir {6rten [hem

bire-bir hem 6 rten]} ise f ye monomorfizm {epimorfizm [izomorfizm]} denir.

Eger f: S — S izomorfizm ise f: S ~ S veya kisaca S ~ §' yazilir.
Eger f izomorfizm ise f nin f~! tersi de izomorfizmdir. E§ er herhangi iki monoid
arasinda bir izomorfizm varsa bu iki monoid izomorfiktir denir. Sadelesmeli olma, grup

olma, sonlu dogurayli olma 6zellikleri izomorfizmalar altinda korunur.
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f S — 8 bir monoid morfizmi olsun. S iizerinde ker (f) bagintisini

ker (f) ={(a,b) € Sx S| f(a)=f(b)}

seklinde tanimlayalim. f bir monoid morfizmi oldugundan ker (f) nin bir kongruans
oldugu kolayca gosterilebilir. Bu kongruans f nin ¢ekirdek kongruans: olarak bilinir.
f nin goriintii kiimesi

Im(f) ={f(a)[acS}

ile gosterilir. f bir monoid morfizmi oldugundan Im (f) de bir monoid olur.

Teorem 1.16 f:S — S bir monoid morfizmi olsun. O zaman

f:S/ker(f) — Im(f)
f(a]) = £ (a)

bir izomorfizmdir. 0

Teorem 1.17 S, {s1,...,s,} tarafindan dog urulan bir monoid olsun. O zaman N”"

monoidi iizerinde, S ~ N" /o olacak sekilde bir 6 kongruansi vardir.

Ispat: f:N" — S, f(ay,...,a,) = i a;s; fonksiyonunu tanimlayalim. Bu fonksiyon bir
epimorfizmdir. 6 y1 ker (f) olarak allzrlsak bir 6nceki teoremden f izomorfizm olur. W

N" iizerindeki kongruanslarin 6zelliklerini ¢aligmak, sonlu dogurayli monoidlerin
ozelliklerini caligmakla hemen hemen aynidir.

once sadelesme 6zelligi ile baglayalim. Bu amagla Z" nin her alt grubuna bir kongru-

ans, her kongruansa da Z" nin bir alt grubunu karsilik getirecegiz.

Tamim 1.18 o, N” iizerinde bir kongruans olsun. Ms = {a—b | (a,b) € 6} C Z" tamim-
layalim. Burada a —b € Z", a € N"* den b € N" nin bilesen bilesen ¢ikarilmasi sonucu

elde edilen elemandir. ¢ bir kongruans oldug undan M, Z" nin bir alt grubu olur.

Tamim 1.19 H, Z" nin bir alt grubu olsun. ~g= {(a,b) € N" x N" | a —b € H} tamimla-

yalim. ~p, N" lizerinde bir kongruansdir.

oncelikle M., 1n yapisini inceleyelim.
X € M., olsun. Bu durumda en az bir (a,b) €~y i¢cinx=a—>b olur. O halde
(a,b) e N" x N" ve x =a—b € H dir. Karsit olarak x =a —b € H ise (a,b) €~p olup,

x € M-, olur. O halde M., = H dir. Fakat ¢ ile ~ her zaman birbirine esit degildir.
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Lemma 1.20 o, N” iizerinde bir kongruans olsun. O halde;
1. 0 C~y, dir,
2. Her (a,b) €~y icin (a+c¢,b+c) € o olacak sekilde ¢ € N” vardir.

Ispat: (a,b) € 6 ise Mg min tanimi ndan a — b € M olur. Dolayistyla (a,b) €~y olur.
simdi (a,b) €~y alam. a —b € Mg olup Mg min tammindan bir (x,y) € 6 igin
x—y = a— b dir. ¢ bir kongruans oldugundan (x+a,y+a) € 6 olur. x+b = y+a olup
(x+a,x+b) € ¢ elde edilir. x = ¢ ali rsak istenen elde edilmis olur. [ |

Bu sonug¢ sadelesmeli olmayla 6 nin ~y ya esit olmas: arasindaki iligkiyi ortaya

koymaktadir.
Onerme 1.21 o, N" iizerinde bir kongruans olsun. O zaman
N" /o sadelesmelidir <= 0 =~y

Ispat: —=>: N" /o sadelesmeli olsun. 6 C~j,_ oldugunu zaten biliyoruz. (a,b) €~y
alalim. Bir 6nceki lemmadan bir ¢ € N" i¢in (a+c¢,b+c¢) € o dir. Boylece [a+c|] =
[a] + [c] ile [b+c] = [b] + [c] nin N" /G da birbirine esit oldugu g oriiliir. Sadelesme
ozelliginden [a] = [b] yani (a,b) € o elde edilir. Dolayisiyla 6 =~y dir.

<=: 0=~y olsun. Eger [a] + [c] = [b] + [c] ise (a+c,b+c) € 6 dir. Buradan
(a+c)— (b+c) € Ms dolayisiyla a — b € M, elde edilir. Béylece (a,b) €~p,= G olur.
O halde [a] = [b] dir. B6 ylece N /G nin sadelesmeli oldugu goriiliir. [ |

Tanim 1.22 7' nin bir H alt grubu verilsin. Z" i zerinde
a=gb < a—beH
olarak tanimlayalim. =g bagintis1 daha acik olarak
=p={(a,b) €eZ"xZ"|a—beH}
dir.

~p da oldugu gibi =g nin de bir kongruans oldugu kolayca gosterilebilir. Boylece

Z" | = bir monoid olur. Ayrica [a —a]_, =[a]_, +[—al_, =[0]_, oldugundan Z"/ =y

bir grup olur. Genellikle bu grup Z"/H ile gosterilir ve Z" nin H iizerindeki boliim grubu
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olarak adlandirilir. Bu gruba bir 6rnek olarak n =1ve 1 <d € Nigin H = (d) = G ({d})
olsun. (a,b) € Z x Z i¢in a =g b olmasi igin gerek ve yeter kosul a —b € H = (d) veya
d | a — b olmasidir. O halde =g bagintis1 nin e sdegerlik siniflar1, d modiiliine gore kalan
siniflaridir. Z/ =g de toplamanin tanimi g6 z 6niine alinirsa Z/ == Z4 oldugu goriiliir.

Asagidaki sonug ~); ile =g arasindaki bagintiy1 vermektedir.
Onerme 1.23 H, Z" nin bir alt grubu olsun. i ([a] _, ) = [a]_,, olarak tanimlanan
i:N'"/ ~y—7"] =
doniisiimii bir monoid monomorfizmidir.

Ispat: [a]..,, = [b]., olsun. O zaman a —b € H olup [a]_, = [b]_, dir. O halde i, iyi tam1
mlidir.
i nin monoid morfizmi oldugu agiktir. O halde i nin birebir oldugunu gosterelim.

a,b € N" olmak lizere [a]_, = [b]_, olsun. O halde a —b € H ve buradan [a] , =[],

elde edilir. Boylece i nin bir monomorfizm oldugu goriiliir. |

Sonug¢ 1.24 S sonlu dogurayli bir monoid olsun. O zaman, S nin sadelesmeli olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul S nin, bir grubun alt monoidine izomorfik olmasidir.

Ispat: Teorem 1.17 den n € N ve 6, N” ii zerinde bir kongruans olmak iizere, S, N” /o ya
izomorfiktir. onerme 1.21 den de 6 =~y elde edilir. O zaman S, N"/ ~,_ ya izomor-
fiktir. onerme 1.23 ise N/ ~py nin Z"/ =p,= 7" /M nin bir alt monoidine izomorfik

oldugunu soyler ki bu da ispat1 bitirir. |

Tanmm 1.25 x € Z" nin her koordinat1 pozitif ise x *e kuvvetli pozitif denir. Benzer sekilde

x € Z" nin her koordinat1 sifir yada sifirdan biiyiikse x ’e negatif olmayan denir.

Onerme 1.26 S, sonlu dogurayli bir monoid olsun. O halde asag 1dakiler birbirine denk-

tir.
1. S bir gruptur.

2. n € Nve Z" nin kuvvetli pozitif eleman i ¢eren bir H alt grubu i¢in § ~ N" / ~p dir.

3. n € Nve Z" nin bir H alt grubu i¢in S ~ Z"/H = 7" | =g dir.



1. TEMEL TANIMLAR VE SONUCLAR Tez YAZARI

Ispat: 1 =2 S bir grup ise S sadelesmeli bir monoiddir. Sonug¢ 1.24 nin ispati
ndan n € N ve 6, N iizerinde bir kongruans olmak tizere S ~ N"/ ~,dir. S grup oldug
undan N"/ ~p, da gruptur. O zaman [(1,...,1)]~M0 nin tersi vardir. [(a],...,a,,)]NMG

tersi olsun. O halde

(ar+1,..an+ )], =I[(1,.... D], +a,....an)]., =100,...,0)] .,
olur. Sonug olarak (a; +1,...,a,+1) ~pm, (0,...,0) dir. Tant mdan dolay1
(a1 +1,...,ap,+1)—(0,...,0) € Ms

olur. Dolayisiyla (a; +1,...,a, + 1) € M olur ki zaten bu bir kuvvetli pozitif elemandir.
O halde istenen elde edilmis olur. Ciinkii My, Z" nin bir alt grubudur.

2—3: onerme 1.23 deki i doniislimiiniin orten oldugunu gostermemiz yeter-
lidir. a € H bir kuvvetli pozitif eleman olsun. [x]_, € Z"/H alali m. a nin biitiin koordi-

natlar1 pozitif oldugu i¢in ka +x € N" olacak sekilde k£ € N vardir. ka € H oldugundan
[ka+x]EH = [‘x]EH

elde edilir. i ([ka+x]._, ) = [ka+x]_, = [x]_, oldugundan i 6rtendir.

=H

3—=1: 7" /H bir grup oldugu i¢in S de bir gruptur. |
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2. SONLU DOGURAYLI DEGISMELI GRUPLAR

[Bu deneme]
Burada Grup teorinin klasik sonuglarindan biri olan sonlu dog urayli degismeli gru-

plarin temel teoremi ile ilgilenecegiz. Once bu teoremi ifade edelim.

Teorem 2.1 Sonlu dogurayl her degismeli grup, dy,...,d,,kher1 <i<r—1licind;, diy;
1 bolecek sekilde bir takim pozitif tamsayilar olmak lizere Zg, X ... X Zg, X ZF grubuna

izomorftur.

Burada da Z, ile n modiiliine gore kalan siniflarinin toplama altindaki grubu
gosterilmektedir.

Temel teoremin kanitinda kullanilan fikirler sunlardir:

1. H,Z" nin bir alt grubu olmak iizere her sonlu do gurayl grup Z"/H formundadir.

2. {f1,---,fu}, Z" nin bir baz1 olsun. Her i € {1,...,r} i¢in d; pozitif bir tamsay1
olmak tizere H = G ({d1 f1,...,drfr}) olsun. O zaman Z"/H ~ Zy, X ... X Zgq, X
7T dir.

3. {fi,---,fu},Z" nin bir bazi olsun. O zaman Z" nin her alt grubunun

{d\fi,...,d,f,} formunda bir bazi vardur.
2.1 7' nin Alt Gruplarmin Bazlar1 ve Ranki

Tanim 2.2 M, 7" nin bir alt grubu olsun. Eger M deki her eleman, zi,...,z, € Z olmak

-

tizere m = Y, z;m; seklinde tek tiirlii yazilabiliyorsa {mj,...,m,} C M kiimesine M nin
i=1

bir bazi denir. (zi,...,z,) € Z" ye de m nin {my,...,m,} sirali bazina gore koordinatlar

denir.

Sonug 2.3 {m;,...,m,} nin M nin bir baz1 olmasi i¢ in gerek ve yeter kosul

-
1. Herm € M i¢in zy, ...,z € Z olmak ii zere m = . z;m; seklinde yazilabilir,
=1

1=

.
2. Egerzy,...,z, € Z olmak iizere Y zim; =01iseheri e {1,...,r}icinz; =0
i=1

olmasidir.
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Birinci kosul {my,...,m,} kiimesinin M i ¢in bir doguray kiimesi oldugunu yani
M =G ({my,...,m,}) oldugunu, ikinci ko sul ise bir bakimdan lineer bagimsizlig1 ifade

etmektedir. Bu son ifadeye kesinlik kazandirmak i¢in
mi,...,m, € Z" lineer bagimsizdir <= my,...,m, , Q" de lineer bagimsizdir

olduguna dikkat edelim.

Gosterim 2.4 ¢;, N” nin i—inci koordinati 1, diger biit iin koordinatlar1 O olan elemanidr.

{e1,...,ey} nin Z" nin bir baz1 olduguna dikkat edelim.

Onerme 2.5 M, Z nin bir alt grubu ise M = G ({z}) olacak sekilde bir z € M vardur.

Ispat: M = {0} ise M = G ({0}) dir.

M # {0} varsayalim.

M bir grup oldugundan M de pozitif elemanlar vardir. O halde {h € M | h > 0} kiimesi
bostan farklidir. Bu y lizden bu kiimenin bir minimum elemani vardir. Buna z diyelim.
Simdi M = G ({z}) oldugunu g6 sterelim. G ({z}) C M oldug u agikar. O zaman h € M
alalim. Z deki bolme algoritmas1 geregi; g,r € Z vardir oyleki h = qz+7r, 0 <r < z.
Dolayisiyla 0 < r = h — gz < z dir. Fakat M deki sifirdan biiyiik elemanlarin en kii¢iigii z
idi. O halde r = 0 dir. Dolayisiyla h = gz € G ({z}) dir. [ ]

{0} € Z" m bir bazinin bos k iime olduguna dikkat edelim. Simdi Z" nin bir alt

grubunun bir bazinin eleman sayisinin en fazla ne olabileceg ini sdyleyecegiz.

Onerme 2.6 M, Z" nin bir alt grubu olsun. O zaman M nin bir bazi en fazla n eleman

igerir.
Ispat: Her j € {1,...,n} icin M :MﬂG({el,...,ej}) tanimlayalim.
My=M,M CM, CM;3C...

ve M lerin Z" nin birer alt grubu olduguna dikkat edelim. Tiimevarim kullanarak M; nin
bir bazinin en fazla i eleman igcerebilecegini gosterelim.

M; = {0} ise M in baz1 bog kiimedir.

M; # {0} ise H = {k € Z | ke; € M;} kiimesini diigiinelim. H, Z nin alt grubudur ve
onerme 2.5 den z € Z\ {0} i¢in H = G ({z}) dir. Buradan M; = G ({ze; }) olacag 1 agiktur.

Sonug olarak {ze;}, M i ¢in bir baz olur. O halde Onerme i = 1 i¢in dogru olur.
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Varsayalim ki r < k olmak iizere {mj,...,m,}, My icin bir baz olsun. Eger M}, =
{0} ise M = {0} dir. Dolayisiyla r = 0 ve My in baz1 bog kiime olur.

My # {0} varsayalim ve H = {z€ Z|y+zei+1 € Myr1,y € G({er,...,ex})}
tanim- layalim. Yine H, Z nin alt grubu olur. O zaman bir z € Z i¢in H = G ({z}) olur.
Eger z =01ise My | = M olur. Boylece M}, r elemanli bir baza sahiptir ve r <k < k41
dir.

Eger z # 0 ise w = y+zeg1 € My olacak sekilde y € G ({ey,...,e;}) vardir. Simdi
{my,...,my,w} nun My i¢in bir baz oldugunu gosterelim. m € My, | alalim.

i) me G({ey,...,exr1}) oldugundan zj,...,zx11 € Z igin m = Ifilzie,- dir. O halde
Zk+1 € H olur. Dolayistyla z;11 = zt olacak sekilde bir 7 € Zl:zirdlr. Buradan

k
m= Zziei —ty—+tw
i=1

ve sonug olarak

m—tw e MNG ({ey,...,ex}) = My

elde edilir. {my,...,m,} , My nin bir baz1 oldugundan dolay1

r
m—tw = Ztim,-
i=1

.
olacak sekilde 1,...,t, € Z vardir. O halde m = Y, t;m; +tw dir.
=1

=

r r
ii) S1,...,5-4+1 € Z olmak iizere Y s;m;+ s, 1w =0olsun. ¥ s;m; € G({ey,...,ex}) ve
i=1 i=1
w, (k+ 1)-inci koordinati sifirdan farkli olan tek eleman oldugundan s,4; = 0 elde

.
edilir. Dolayisiyla Y, s;m; = 0 dir ve boylece s; = --- = 5, = 0 elde edilir (¢iinki
i=1
{my,...,m,}, Mj min bazi). Dolayisiyla s; = -+ =5, = 5,11 = 0 dir.
{my,...,my,w} nun My i¢in bir baz oldugunu gosterdik (r+ 1 < k+1). [ |

Tanim 2.7 Q" nin A tarafindan gerilen alt uzay1

n
Lo(A) = {Zqiai]nENveherl <i<niging; € Q, aieA}
i=1

seklinde tanimlanir.

Onerme 2.8 M, Z" nin alt grubu olsun. O zaman M nin biit iin bazlarinda ayn1 sayida

eleman bulunur.

10
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Ispat: B= {m;|icI} ve B = {n;|icI'}, M nin iki farkl1 baz1 olsun. B nin eleman-
lar1 Q" de lineer bagimsiz olduklarindan |B| en fazla n olabilir. Benzer sey |B’| iginde

gegerlidir. B, V = L (B) nin bir baz1 ve
B CcM= G({ml,...,m,}) - LQ(B)

V nin lineer bagimsiz vektorlerinin kiimesi oldugundan |B’| < |B| olmak zorundadir.

Tersini de benzer sekilde soyleyebiliriz. |

Tanim 2.9 7" nin bir M alt grubunun ranki, M nin herhangi bir bazindaki eleman sayis1

olarak tanimlanir ve rank (M) ile gosterilir. rank (M) < n olduguna dikkat edelim.

Onerme 2.10 M, Z" nin ranki k olan bir alt grubu ise M ~ Z dir.

ispat: B={my,...,m}, M nin bir baz1 olsun. M nin her elemaninin B sirali bazina gore

koordinati tek oldu gundan

f:Zk—M
k
fzm) = _leimi
1=
doniisiimii bir izomorfizmdir. |

Sonug¢ 2.11 M ve M’, Z" nin iki alt grubu olsun. O zaman
M~M <= rank(M) = rank (M’)

dir.
2.2 Tamsayi Bilesenli Matrislerin Denkligi ve Invaryant Faktorleri

Daha once belirttigimiz amaglara ulasmak icin, biles enleri tamsay1 olan matrislerle
ilgili bir ka¢ sonucu tekrar ele almamiz gerekiyor. Temel fikir; Z" nin verilen bir
alt grubunun bazini, elementer islemlerle, bu konunun basindaki sekilde olan bir baza
doniistiirmektir. Satirlari, verilen bir alt grubun bazinin elemanlar1 olan matrislerin trans-
formasyonundan bahsedecegiz. Bu prosese Gauss eliminasyonu diyoruz.

Verilen bir n tamsayisi i¢in 1 < i, j < n, (i # j) olmak iizere sunlar1 tanimlayalim.

l. R, I, nin i-inci satir1 ile j -inci satirinin yer degistirmesiyle elde edilen matristir.

11
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2. Ri—_;, I, nin i-inci satirinin —1 ile carpilmasiyla elde edilen matristir.

3. Rjjiz, I, nin i-inci satirinin z € Z ile ¢arpilip j-inci satirina eklenmesiyle elde

edilen matristir.

Cij,Ci_i, Cj—jiz de yukandakine benzer sekilde sadece satir yerine siitun yaz-

makla tanimlanmis olur.

Tanmm 2.12 R;.;, R;—;, Rj_j,, matrislerine elementer satir matrisleri, C;, j, Ci—_,

Cj— ji+- matrislerine de elementer s iitun matrisleri denir.

Onerme 2.13 i, j iki pozitif tamsay1, z € Z, A biles enleri tamsay1 olan n x n tipinde bir

matris ve det (B) de B matrisinin determinantin1 gostersin. O zaman

1. det(Rij) = det (Ciesj) = —1,

2. (Riej) ' =Rjive (CiHj)_l =Cjei,

3. det (R,'<__l') = det (C,'<__,') =—1,
4. (Rie—i) ' =Ric—ive (Cie—) ' = Gy,

5. det (Rjjyz) =det (Cjjiz) =1,

1 1

6. (Rjjizi) = Rjjaive (Ciojizi)  =Cjjsi

7. R;., ;A matrisi, A matrisinin i-inci satir1 ile j-inci satirinin yer degistirilmesi sonucu
elde edilen matristir. AC;..; matrisi de, A matrisinin i-inci s litunu ile j-inci

stitununun yer degistirilmesi sonucu elde edilen matristir.

8. R;—_;A matrisi, A matrisinin i-inci satirinin —1 ile ¢arpilmasi ile elde edilen ma-
tristir. AC;—_; matrisi de, A matrisinin i-inci siitununun —1 ile ¢arpilmasi ile elde

edilen matristir.

9. Rj_ A matrisi, A matrisinin i-inci satirinin z ile ¢arpiminin j-inci satirina eklen-
mesiyle elde edilen matristir. ACj.j,; matrisi de A matrisinin i-inci siitununun z

ile carpiminin j-inci siitununa eklenmesiyle elde edilen matristir.

12
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Tanim 2.14 Bilesenleri tamsay1 olan A ve B gibi iki matris verildiinde
B=P;...PAQ;...Q;

olacak sekilde Py, ..., P, elementer satir matrisleri ve Q1,...,Q; elementer siitun matris-

leri varsa A ve B ye denktirler denir.

Onerme 2.13 kullanilarak
A ~ B <= A ve B denktirler
bagintisinin bir denklik bagintis1 oldugu kolayca g Osterilebilir.

Not 2.15 R, tipindeki matrisler ¢arpilirken verilen matrisin satirlari iizerinde elementer
islemler yapilir. C, tipindeki matrisler ¢arpilirken de verilen matrisin siitunlar1 iizerinde

elementer islemler yapilir.

Tamsayilar ve rasyonel sayilar veya herhangi bir cisim iizerinde ¢ alisirkenki temel
fark sudur; g, cisimin sifirdan farkli bir elemanm olmak iizere R;,; ve Ci—, de ele-
menter matrisler olur.

Gauss-Jordan eliminasyon metodunu bilesenleri cisimden gelen matrisler iizerinde
sOyle yapariz.

Ik adim olarak matrisin sol iist kosesinin sifirdan farkli olacak sekilde islem yapariz.
Bunu R;..,; ve C;. j elementer matrislerinin kullanarak yapariz. Yani matrisimizin sol iist
kosesi sifirdan farkli olacak sekilde satir ve siitun degisimleri yapariz. Sonra birinci satiri
veya birinci siitunu bu sol iist kosedeki sayiya bolerek sol iist koseyi 1 yapariz. Bu kez
sadece Rjji,1 ve Cj_ji, elementer matrislerini kullanarak orjinal matrisimize denk
olan sol iist kdsesi hari¢ birinci satirdaki ve siitundaki diger biitiin bilesenleri sifir olan bir
matris elde ederiz. Birinci satir1 ve birinci sii tunu kapatip bu prosediirii yeni matrise de
uygulariz. Bu prosese bu sekilde devam ederiz.

Fakat tamsayilarda bu prosediir bu kadar kolay islemiyor. Cii nkii genellikle bir satir1
veya siitunu 1 veya —1 den farkli bir tamsayiya bolemiyor ve dolayisiyla denk matrisi
elde edemiyoruz.

Bu prosediiriin tamsayilardaki halini asagidaki s ekilde tanimlayabiliriz.

13
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Onerme 2.16 A, bilesenleri tamsayi olan s X ¢ tipinde bir matris olsun. » < min {s,t},

{di,...,d,} C N\ {0} veherie€ {l1,...,r— 1} icin d; | di+1 olmak iizere A matrisi

d 0 - 0 0 - 0
0 d - 00 -+ 0
0 0 d- 0 0
0 0 0 0 0
0 O 0 0 0

matrisine denktir.

Ispat: A bir sifir matrisi ise » = 0 olduguna dikkat edelim. (i, j); i-inci satur, j-inci siitunda
bulunan eleman1 g6 stersin. A matrisine elementer islemler uygulanmas: sonucu (1,1)
deki eleman1 mutlak degerce en kiiciik olacak sekilde ayarlayabiliriz. Elde ettigimiz B
matrisi A ya denk bir matristir. Simdi birinci satirda bu eleman tarafindan bolii nemeyen
bir eleman var m1 ona bakalim. Eger varsa genelligi kaybetmeksizin bu eleman (1,2)
deki eleman olsun. Euclid algoritmasindan dolay1 gcd{by1,b12} = d (b1, ile by3 nin en
biiyiik ortak boleni) bulabiliriz. d hesaplanirkenki islemleri elementer operasyonlara
¢ evirebilir ve matrisimizi 6nce C._14+, ve sonra Ci.,, ile ¢carparak yine orjinal ma-
trisimize denk olan bir matris elde ederiz ve elde ettigimiz bu matriste (1, 1) deki eleman
(1,2) deki eleman1 boler. Bu prosediir ii devam ettirdigimizde her i i¢in ¢; | ¢q; ola-
cak sekilde A ya denk bir C matrisi elde ederiz. Birinci siitunu uygun sayilarla ¢arpip
diger siitunlara ekledigimizde (1,1) deki bilesen hari¢ birinci satirdaki tiim bilesenleri
sifirlamis oluruz. Benzer prosediirii birinci siitun i¢in de uygulayabiliriz. Fakat bu sirada
birinci satir bozulabilir (sifirlarin bir kismi kaybolabilir). Bu durumda prosediir birinci

satir i¢in tekrarlanmalidir. Benzer sey birinci siitun i¢cinde gecerlidir. Sonlu adim sonunda

fll 0 0
0 fo - fu
0 st fst

matrisini elde ederiz.

14



2. SONLU DOGURAYLI DEGISMELI GRUPLAR Tez YAZARI

fi11 fij olacak sekilde i, j varsa i-inci satir1 birinci satira ekleyip biraz nce uygu-
ladigimiz prosediir i tekrarlarsak her i,j icin fi; | fi; elde ederiz. Sonlu adim so-
nunda (1,1) deki eleman A nin biitiin bile genlerinin en biiyiik ortak béleni olur. Simdi

dy =gcd { gij | Vi, j igin} olmak {izere orjinal matrisimize denk

d 0 - 0
0 g2 -+ 8
0 8s2 0 8st

matrisini elde etmis olduk. Benzer yolla
822 -+ 8%

82 " 8st

alt matrisini de bu forma getirebiliriz.

Sonlu adim sonunda istedigimiz sonuca ulagmis oluruz. |

Tanmm 2.17 d,...,d, elemanlarina A nin invaryant faktorleri denir.

Bunlarin tek (unique) oldugunu kanitlayacagiz.

Tanim 2.18 Bir A matrisinin k X k tipindeki bir alt matrisinin determinantina A nin bir k-

mindrii denir. A nin biitii n k-mindrlerinin en biiyiik ortak bélenini Dy (A) ile gosterecegiz.
Onerme 2.19 A bilesenleri tamsay1 olan bir matris olsun. O zaman

1. Dy (RiwsjA) = Dy (A) = Dy (ACij)

2. Di(Ri——iA) = Dy (A) = Dy (ACi——)

3. Dy (Rj—jiziA) = Dy (A) = Di (ACj— 1) dir.

Bunun bir sonucu olarak sunu elde ederiz: “A ve B matrisleri denk ise her k£ icin

Dk (A) = Dk (B) dir.”

Onerme 2.20 A ve B bilesenleri tamsay1 olan iki matris olsun. O zaman A ile B nin denk

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A ile B nin ayn1 invaryant faktorlere sahip olmasidir.

15
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Ispat: ~ bagmtis bir denklik bagintis1 oldug undan 6nerme 2.16 kullamlarak

d 0 -~ 0 0 -+ 0 dll o --- 0 0 --- 0
0 d2 ... 0 0 --- 0 0 dé .« 0 0 --- 0
=10 0 - d 0 -~ 0 |,%=| 0 0 - d 0 - 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

ve {di,...,dr,dy,...,d;} CN\ {0}, heriicind; |d;y,d;|d;, olmak iizere
8| ve & denktir <= r=s ve heriigind; =d!

oldugunu gostermek yeterlidir.

Eger r = s ve her i i¢in d; = d] ise 8; ve &, denktir. Tersine eger &; ve &, denk iseler
di---d, =Dy (81) =Dy (8) = dy - - d

den dolay1 sonug agiktir. |

Simdi biitiin bu sonuglar1 Z" nin alt gruplarina uygulayabiliriz.

Onerme 2.21 {m;,...,mj,...,mj,...,m,}, Z" nin bir M alt grubunun bir baz1 olsun. O
zaman

1. {ml,...,mj,...,m,-,...,mr} de M nin bir bazidir.

2. {ml,...,—mi,...,mj,...,mr} de M nin bir bazidir.

3. {ml,...,m,-,...,mj+zm,-7...,m,} de M nin bir bazidir.

Bu islemler, bazlar i¢in elementer islemler olarak bilinir.

Onerme 2.22 Bilesenleri tamsay1 olan

b11 bin
B =
bnl bnn
matrisi verilsin. b; = (bj1,...,bjy) € Z" alahm. O zaman {b1,...,b,} nin Z" nin bir bazi

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul det(B) € {—1,1} olmasidir.

16
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. n
Ispat: —: Herie {1,...,n}igin Y z;;b; = e; olacak sekilde z;1,...,ziy € Z vardir.
j=1
10 0 0
21 Zin byy - by, 01 --- 00
2l Zn by -+ b 00 --- 10
00 --- 01

dir. Boylece det ((z;;)) det(B) = 1, dolayisiyla det (B) € {—1,1} dir.

p— det(B) € {—1,1} olsun. O halde B tersinirdir ve buradan
(X],...,xn)B =Z

denklem sistemi tek bir ¢oziime sahiptir ve o da (her z € Z" i¢in) zB~'  dir. Yani her
eleman {by,...,b,} sirasinda tek bir koordinata sahiptir. Dolayisiyla {by,...,b,}, Z" nin
bazidir. |

Teorem 2.23 M, rank (M) = r olacak sekilde Z" nin bir alt grubu olsun. O za-
man her i i¢in d; | di+1 ve {difi1,...,d fr}, M icin bir baz olacak sekilde Z" nin bir
{fiseeesfry- oy fu} bazave {d,...,d,} C N\ {0} kiimesi vardur.

Ispat: Her i icin m; = (m;1,...,m;,) olmak ii zere {my,...,m,}, M icin bir baz olsun. O

nerme 2.16 den 0 < s < min{r,n} ve herii¢ind; | diy| ve {dy,...,d,} C N\ {0} olmak

lizere
d 0 - 00 -0
0 & -~~~ 00 - 0
myp e My
P o= 0 0 dy 0 0
me My 0 O 0 0 0
0 O 0 0 0
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olacak sekilde P ve Q matrisleri vardir. P ve Q tersinir olduklarindan

d 0 0 0 0
0 d 0 0 0
mip - My
ile 0 0 - dg 0 --- 0
My My 0 O 0 0 0
0 0 0 0 0
nin ranki ayni olur (6nerme 2.21 den).
Dolayisiyla s = r dir. Ek olarak
i1 =+ Cln myp - My
—p
Crl =t Cm mey -0 Myy
alahm ve ¢; = (¢j1,...,cin) koyalim. {ci,...,c,} kiimesi, {mj,...,m,} bazindan sonlu
elementer iglemler uygulanarak elde edilmistir. O halde {ci,...,c,} de M i¢ in bir bazdur.
Son olarak Q™! i hesaplar ve
Sir o fin
Q_] _ . . .
fn] T fnn

seklinde gosterirsek f; = (fi1,...,fin) olmak tizere {fi,...,fn},Z" i ¢in bir baz olur

(6nerme 2.22 den), ve

d 0 0O 0 -~ 0
Cli o+ Cln fir o fin
0 0O 0 -0
Cr1 "t Cm . . - . far o fan
0 0 - d 0 --- 0
bulunur. Dolayisiyla heri € {1,...,r} i¢in ¢; = d; f; dir. [ |

{di,...,d,} invaryant faktorlerin kiimesi beklendigi gibi M nin bir alt grubudur.
{fis---s fry- -y Ju}, Z" nin bir baz1 ve {d, fi,...,d.fr} de M nin bir bazi oldugundan

x = (x1,...,X,) € Z" nin M nin eleman1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul x in {f1,..., fu}

18
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sirali bazina gore koordinatlari olan (zi,...,z,) nin
z1 = 0 (modd;)
zz = 0 (modd,)
z+1 = 0
in — O

denklemlerini saglamasidir.
Teorem 2.23 nin ispatinda oldugu gibi her i i¢in f; = (fi1, ..., fin) alalim. (z1,...,2,),

xin {f1,...,fn} sirali bazina gore koordinatlar1 oldugundan

n
X=(X1y.00yXp) = Zzifl-
i=1

ve buradan
Sur o fin
(X1yeeesxn) = (21,---,2n) s :
Sat o
yazabiliriz. Dolayisiyla
biy -+ bin
(21 yzn) = (X1y. -y Xn)
bpi -+ bun

dir (buradaki (b,- j) matrisi Teorem 2.23 nin ispatindaki ( fi j) matrisinin tersi olan matris
yani Q matrisidir).

Buradan,

biuxi+---+bux, =0 (moddl)

bi,xi1+-+byx, =0 (modd,
Xx=(x1,... %) € Z", M dedir «— o ( )

bl(r+1)x1 +-- +bn(r+l)xn =0

binx1+ -+ bppxy =0
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elde edilir. Bu denklemler genellikle {ey,...,e,} siralt bazina gore M nin denklemleri
yada daha basit¢ce M nin denklemleri olarak bilinir.

Eger d; = 1 ise bu d; nin gectigi denklem elimine edilebilir (¢ilinkii her tamsayinin 1
ile boliimii nden kalan O dir).

M nin tiim invaryant faktorleri 1 ise M ye homojendir denir.

Ornek 2.24 M =G ({(2,—1,1),(3,2,—1)}) C Z> alahm. Sii tunlarinda yaptigimiz ele-
menter iglemleri sagdaki matrise, satirlarinda yaptigimiz elementer is lemleri soldaki

matrise uyguluyoruz.

1 00
1 0 2 -1 1
010 —
01 3 2 -1
0 01
0 01
1 0 I -1 2
010 —
01 -1 2 3
1 00
0 01
1 0 I -1 2
010 —
1 1 0O 1 5
1 00
0 01
1 0 1 0 2
010 —
11 015
110
0 1
10 1 00
1 0 —
11 015
I 1 -2
0 0 1
10 1 00
01 =5
I 1 010
11 =7
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elde edilir. Buradan

0 0 1

10 2 -1 1 1 00
01 -5 |=

11 3 2 -1 010
11 -7

elde edilir. Bu nedenle M nin denklemleri

X3 = (mod1)

0
x+x3 = 0 (modl)
0

X1 —5x—Tx3 =
dir. 11k iki denklemi elimine edebilecegimizden
(x1,x2,X3) EM <= x1 —5xp—Tx3=0

elde ederiz. O

Asagidaki teorem, sonlu dogurayli degismeli gruplarin temel teoremini géstermek icin

gerekli son kismu verir.
Teorem 2.25 M, 7" nin invaryant faktorleri dy, . .., d, olan bir alt grubu ise
Z'IM ~Zg, X ... xLg, xZ"""

dir.

Ispat: Teorem 2.23 den, {fi,...,fr,...,fa}, Z" nin bazi olacak sekilde, M nin
{difi,...,d,f;} formunda bir bazi oldugunu biliyoruz. Notasyonu basitlestirmek

i¢in Zg, = 7/G ({d;}) deki [z] elemamm [z;],, ile g Osterip

=6({4;})
Q:Z"|M — Zg, % ... X Lg XL""

0 (Léaﬁ}_ ) = ([z1]g, s+ -+ [2rlg, 12155 20)

doniisiimiinii tamimlayalim.

¢ iy1 tanimlidir ve @ bir izomorfizmdir. |
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2.3 Bazlarin Hesaplamsi Ile Ilgili Bazi Kullamish Sonuclar

2.3.1 7" nin Bir Alt Grubunun Bir Doguray Kii mesinden Bir Bazinin Hesaplamsi

Eger Q, bilegenleri tamsay1 ve determinanti sifirdan farkli olan bir matris ve f
f =7
fxr,eooxm) = (xg,...,x)0

seklinde tanimlanan bir fonksiyon ise my,...,m, nin lineer bagimsiz olmasi icin gerek ve
yeter kosul f(mp),..., f (m,) nin lineer bagimsiz olmasidir.
g+ Q-
glx) = x0

doniisiimii bir izomorfizmdir. Dolayisiyla g , lineer bagimsizlig1 korur.
Herie€ {1,...,s} i¢in m; = (m;1,...,mj,) olmak lizere Z" nin {m,...,m} tarafindan
dogurulan M alt grubunu alalim. A, satirlart my,...,mg olan bir matris olsun.

dy,...,d, € N\ {0} olmak iizere A matrisinin

d 0 0 0 0
0 d 0 0 0
D=1 0 0 d. 0 0
0 0 0 0 0
0O 0 --- 0 0 --- 0

diagonal matrisine denk oldugunu biliyoruz. Dolayistyla PAQ = D olacak sekilde P ve Q
matrisleri vardir. Ustelik P nin satir elementer matrislerin bir ¢arpimi ve Q nun da siitun
elementer matrislerin bir carpimi oldugunu biliyoruz. Bo ylece PA = DQ~! olduguna ve

buradan asagidakilerin sag landigina dikkat edelim.

1. Q sadece D nin siitunlari iizerinde elementer islemler yaptigindan ve PA = DQ ™!
oldugundan ve de D nin son s — r satirindaki biitiin bilesenler sifir oldugundan PA

nin son s — r satirindaki biitiin bilesenler sifirdir.
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2. P matrisi sadece A nin satirlar1 iizerinde elementer i slemler yaptiZindan PA nin
satirlart M nin bir dog uray kiimesi olur. Buradan PA nin ilk r satirinin M nin bir

doguray kiimesi oldugunu soylemis oluruz.

3. Dnin ilk r satirt lineer bagimsiz ve det (Q) # 0 oldugundan PA nin ilk r satir1 lineer

bag 1msiz olur.

Buradan, PA y1 hesaplayip onun ilk r satirini alarak, M nin bir bazin1 elde etmis oluruz.
2.3.2 7" nin Bir Alt Grubunun Denklemlerinden Bir Bazinin Hesaplanisi

Once homojen olma durumunu (yani biitiin invaryant faktorlerin 1 oldugu durumu)
inceleyecegiz. Sonra genel duruma bakacagiz (aslinda genel durumun homojen olma
durumuna indirgenebilecegini go recegiz).

M, 7" nin homojen bir alt grubu ve A, biles enleri tamsay1 olan bir matris olsun.
Varsayalimki

xeM <— Ax=0

olsun. P, Q sirasiyla elementer satir matrislerinin ve elementer s iitun matrislerinin ¢carpim-
lar1 olmak tizere PAQ = D olacak sekilde P ve Q matrislerini bulabiliriz (D bir onceki say-
fada verilen diagonal D matrisidir). Dolayisiyla AQ = P~! D dir ve b6 ylece AQ matrisinin
son n — r slitunundaki tiim bilesenler sifirdir. O halde Q nun son n — r siitunu Ax = 0 denk-
lemini sag lar. Boylece bu son n — r siitun M nin elemanidir. Bu elemanlar determinanti
sifir olmayan bir matrisin bir pargasi olduklarindan lineer bagimsizdir. O halde, Q nun
son n — r siitunu M nin lineer bagimsiz elemanlaridir demis olduk. Simdi bunlarin M yi
dogurdugunu gosterelim. x € M alalim. O zaman Ax = 0 dir. Dolayisiyla P~'DQ~'x =0
dur. det(P) # 0 oldugundan D (Q~'x) = 0 dir. B6 ylece Q™ 'x in ilk r koordinat1 sifirdir.
O halde O~ !x
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formundadir ve buradan

=
I
Q

Yr+1

Yn

olur. Dolayisiyla x, Q nun son n — r siitununun bir lineer kombinasyonu seklinde
yazilabilir. Ozetle, Q nun son n — r sii tununun M igin bir baz oldugunu gostermis olduk.

Simdi genel duruma bakalim. M kiimesi, Z" nin

anxi+---+apx, = 0 (modby)

apx1+--+agx, = 0 (modbk)
a(k+1)1X1 + a(kH)nxn =0
as\xy+---+agpx, = 0

denklemlerini saglayacak sekildeki elemanlarinin kiimesi olsun.

anxi+---+aipxn —bixpp1 = 0
apx1+ -+ agpXn —bixppxy = 0
Agr1X1+ - FdggppXn = 0
asixi + - +amx, = 0
denklemlerini saglayacak sekildeki (x1, ... %5, X0 1, ., Xp4k) € Z"K elemanlarinin olus-

turdugu kiimeye M’ diyelim. M’ homojen oldugu i¢in B = {m,...,m].} gibi bir bazim
bulabiliriz. m} = (mil, e My +k)) olarak varsayalim ve m; = (mj1,...,m;,) alalm. Simdi

B ={my,...,m,} nin M i¢in bir baz oldug unu gosterelim.
e x=(x1,...,X,) € M alahm. Her i € {1,...,k} i¢in

anx;+---+appx, =0 (modb,-)
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oldugunu biliyoruz. Bu nedenle
ail X1+ -+ + inXn = biXny

olacak sekilde x;,+; € Z vardur. Dolaylslyla x = (x1,.. xn,xn+1, o Xpax) € M dir

ve bdylece ay,...,a, € Ziginx' = Z a;m dir. Buradan x = Z a;m; olacag agiktir.
i=1 i=1

O halde B, M i¢in bir doguray kiimesidir.

-
® aj,...,a, € Znin Y, a;m; = 0 denklemini sagladigin1 varsayalim.
i=1

a=--=a,=0

-
oldugunu gostermek igin, B’ baz oldugundan, Y a;m, = 0 oldugunu gostermek
i=1

yeterlidir. Z a;m; = 0 oldugundan sadece, her j € {1,...,k} icin Z aimi(, 4 =0
i=1

oldugu- nu géstermeliyiz. m, . ..,m, € M’ oldugundan bunlar M’ nin denklemlerlnl
saglar. Dolayisiyla

bjmj,y jy = ajimit + -+ +ajnMin
dir. O halde

(ajimis + - +ajumin)
Mi(n+j) = b
j

dir. Boylece

r

Zaz ilnt+j) = Zal Zajlmll

i=1
aiji Z almll

I
T M: I[‘q:

i
=

I
o

dir. Dolayisiyla B deki vektorler lineer bagimsizdir.
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3. GIRIS

Bu boliimiin temel amact FORTRAN komutlarint basit pratik uygulamalar kulla-
narak yeniden hatirlatmaktir. Ozellikle SUBROUTINE ve FUNCTION alt program-
larinin nasil kullanildigin1 gostermek iizere basit 6rnek programlar sunulmusgtur. Fortran
komutlarinin kisa bir 6zeti ve Fortran programa dili ile ilgili baz1 6nemli noktalar Ek-
A’da verilmistir. Ayrica bu boliimde hata, hassasiyet ve kararlilik kavramlari lizerinde
kisaca durulmustur. Uzun siiredir programlamadan uzak kalmig veya daha 6nce program-
lama dersi almig fakat ayrintili uygulama firsatt bulamamis olanlarin bu bolimii mut-
laka izlemeleri 6nerilmektedir. Ozellikle verilen 6rnek programlarin yazilip derlenmesi

baslangic icin ¢ok onemlidir.
3.1 Giris

Bilgisayarlar verilen sayilar1 yapilari geregi ancak sonlu hassasiyetle hafizalarinda
tutabilir ve bu nedenle ancak sonlu bir hassasiyetle iglem yapabilirler. Sayilarin tem-
sili bit (binary digit) ile veya bitlerin bir araya gelmesinden olusan byte (8’11 bitler) ile
yapilir. Temsil edilen sayilar tam say1 (integer, fixed-point) olabilecegi gibi gergel say1
(real, floating point) da olabilirler. Sayilarin temsilinde kullanilan say1 sistemi cogunlukla
ikili (binary) say1 sistemi olmakla beraber 16’11 veya 10’lu sistemlerde kullanilmaktadir.

Giinliik hayatta kullandigimiz onlu say1 sisteminde, 6rne8in 365 sayisi, aslinda ii¢ tane

100, alt1 tane 10 ve bes tane 1’in toplamindan olusur. Bu durumu
365=23-100+6-104+5-1=3-10>+6-10" +5-10° = (365)0

seklinde gosterebiliriz. Onlu say1 sisteminde O, 1, ..., 9 rakamlar1 vardir. Biitiin sayilar
10’nun uygun katlarinin uygun katsayilar ile ¢arpilmasi ve bunlarin toplanmasi ile elde
edilir. 10 bu sistemin taban sayisidir. Aym sayiy1 ikili say1 sistemine gore temsil etmek
istersek ne yapmamiz gerekir? Ikili sistemde de biitiin sayilar, 2’nin uygun katlarinin 0
veya 1 ile carpimlarinin toplanmasi ile elde edilecektir. O halde 7 sayisini ikili sistemde
temsil etmek icin 7 sayisinin icinde 2’ nin degisik katlarindan kag tane oldugunu bulmamiz
gerekir. Bunu verilen say1yi siirekli 2’ye bolerek ve kalanlar takip ederek yapabiliriz. Bu
say1y1
=1-22 412V 4 1-2=(111),
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seklinde temsil edebilecegimizi hemen gorebiliriz. Benze sekilde 9 sayisi
9=1-2240-22+0-2' +1-2° = (1001),

olarak temsil edilebilir. Ikili say1 sisteminin goriildiigii gibi taban sayis1 2’dir. Birden
kiiciik sayilarin temsili ise kullanilan say1 sisteminin tabaninin (onlu sistemde 10, ikili
sistemde 2) negatif iisleri kullanilarak yapilir. Bunlarin ayrintilarina burada girilmeye-

cektir.

Ornek 3.1 11 sayisini ikili ve dortlii say1 sistemlerinde temsil ediniz.

Coziim: Ikili say1 ssitemine gore
11=1-2240-2241-2" +1-2° = (1011),

olacaktir. Dortlii say1 sisteminde temsil etmek i¢in ise 0, 1, 2 ve 3 sayilarin1 kullanmamiz
gerekir. 4’lin uygun katlart bu sayilarin uygun olanlari ile carpilarak elde edilen sayilar
toplanirsa, istenilen temsil bulunacaktir. Buna gore 11 sayis1 icinde 2 tane 4! ve 3 tane 4°
oldugundan aranan temsil

11=2-4143.4°=(23),

olacaktir.
3.2 Hassasiyet, Hata ve Kararhhk

Sayilarin bilgisayarlarda ancak sinirli bir hassasiyetle temsil edilebilmesi nedeniyle
ortaya ¢ikan hatalar kullanilan makineye baglidir. Bu durum *makine hassasiyeti’ kavrami
ile agiklanmaya caligilir ve degisik mertebedeki sayilart makine islemcisinin bir birlerinde
ayrilabilmesi yeteneginin bir 6l¢iisii olarak diisiiniilebilir.

Makine hassasiyeti €, 1.0 sayisina eklendiginde 1.0’den farkl bir say1 veren en kiigiik
sayinin biiyiikliigii olarak tanimlanir. Bu say1 kullanilan makineden makineye farkliliklar
gosterebilir. 32 bitlik ikili sistemi kullanan kisisel bilgisayarlarin cogunda tekli hassasiyet
(single precision) kullamldiginda € = 1.1 x 10~7 kadardir. Cifte hassasiyet (double preci-
sion) kullanildiginda € = 2.2 x 10~ !¢ mertebesindedir. Bilgisayarla yapilan hesaplamarda
€ kadar bir hatanin yapilmas: muhtemeldir. Bu hata yuvarlama hatasi (round-off error)

olarak bilinir ve programcinin bu hatay1 azaltmak veya yoketmek i¢in yapabilecegi bir sey
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yoktur. Fakat asagida da goriilecegi gibi bu hatanin etkilerini en aza indirmek i¢in ¢esitli
tedbirler alinabilir.

Bu noktada bir yanlis anlamaya meydan vermemek i¢in hemen belirtelim: € bir
makinede kullanilabilecek en kiiciik say1 demek degildir. Ornegin makine hassasiyeti
1 x 10~!2 olan bir bilgisayarda 1 x 10~#* gibi bir say1 rahatlikla kullanilabilir ve bu say1
ile islemlerde yapilabilir. Fakat bu say1 6rnegin 1’e eklendiginde sonug yine 1 olacaktir.
Bilgisayar bu kadar farkli mertebedeki iki sayiy1 ayirt etme kapasitesine sahip dagildir.

Diger yanda, bilgisayar ile yapilan hesaplamalarin ¢ogunda siirekli bir degiskenin
secilen belirli kesikli noktalarda degeri bulunur. Ornegin sayisal olarak tiirev veya in-
tegral alirken her ikisinin analitik tanimlarinda gecen ve cok kiiciik bir aralig1 temsil eden
Ax biiytikliglinii sifir limit degerine gotlirmek pratik olarak miimkiin degildir. Bu ne-
denle sayisal olarak yapilan hesaplamalarin ¢ogunda belirli bir hata yapilir. Bu hataya
kesme hatasi (truncation error) denir. Kesme hatas1 genelde programcinin kontroliinde
olup, sayisal analizin hemen hemen tamami bu hatay1 en aza indirme veya kontrol altinda
tutma yOntemlerini ortaya ¢ikarmak iizerine kuruludur.

Hassasiyet sayisal olarak yapilan bir iglemin sonucunun gercek degerine ne kadar
yakin oldugu ile ilgili bir kavramdir. Kararlilik ise ¢alistirilan programin iraksamadan
istikrarlt bir bicimde ¢alismas1 demektir. Burada 6nemli olan hassasiyetten ¢cok hatalida
olsa iglemlerin sorunsuz yiiriitiilebilmesidir. Bu nedenle kararli ¢alisan bir programin

ciktilarinin da hassas olacagi sanilmamalidir.

Ornek 3.2 Hesap makinenizin *makine hassasiyetini’ bulunuz. Bunu yapmak icin 1
sayisina 6rnegin 107>’den baslayarak gittikce kiiciilen sayilar ekleyiniz. Bu isleme

toplamin sonucu yine 1 sayisini verene kadar devam ediniz.

Ornek 3.3 a) Kullandigimiz bilgisayarin hassasiyetini bulmak icin asagida verilen pro-
grami bilgisayarinizda bulunan bir editoér kullanarak bir dosyaya yazinmiz. FORTRAN
derleyicinizi kullanarak bu programi derleyiniz ve sonra calistirmiz. Makinenizin has-
sasiyeti nedir?

b) Ayni1 programi, programda gecen 'REAL’ komutunu, 'REAL*8’ ile degistirerek

yeniden ¢alistiriniz. Makine hassasiyetinizde bir degisiklik meydana geldi mi?

PROGRAM epsilon
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K*kkk*k

* epsilon.for - KullandIgInIz makinenin hassasiyetini (epsilon)

* bulmak amacI ile yazIlmIstIr

K*kkkk

REAL eps, bir, bireps

eps = 1.0
bir = 1.0

100 bireps = bir + eps

IF( bireps .LE. bir) GOTO 200

eps = 0.5 * eps

GOTO 100

200 eps = eps * 2.0

WRITE (*, *)
WRITE (*, *)
WRITE (*, *)
WRITE (*, *)
WRITE (*, *)

END

!

14

4

Makine Hassasiyeti: '

epsilon = ', eps

FORTRAN programlama dilinde tekli hassasiyet kullanilarak isleme tabi tutulacak

degiskenler REAL komutu ile tamtilir. Bu kategorideki hesaplamalar hafizada 32 bit (4

bayt) yer ayrilarak yapili. REAL*8 ise de8iskenin cifte hassasiyetle hesaplanacagini

ilan eder ve bu durumda islemler 64 bit (8 bayt) yer ayrilarak yapilir. Giiniimiizde bil-

gisayarlarin bilgi isleme hizlar1 ve kapasiteleri ¢ok arttigindan biitiin hesaplamalari ¢ifte

hassasiyette yapmak yerinde olur. Bu konuya yeri geldikge ileride deginilecektir.

3.3 Hassasiyet Kaybi ve islem Onceligi

Yukarida sozii edilen makine hassasiyetinin sinirli olmasindan ve asagida bahsedile-

cek islem Onceligi nedeniyle bilgisayarlarla islem yaparken ¢ok farkli mertebelerdeki
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sayilar bir araya getirmek dogru degildir. Bu nedenle islemlerde en az hatayr yapmak
icin, Ornegin bir cok say1 toplaniyorsa ayni mertebedeki sayilarin gruplanarak toplan-
mas1 daha uygundur. Veya sayilan kiiclikten biiyiige dogru siralayarak, once kiigiik
sayilardan baslayarak toplama yapmak daha uygun olacaktir. Bu sekilde islemlerde or-
taya cikabilecek hassasiyet kaybi1 6nlenmis olur. Ornegin makine hassasiyeti € =2 x 107°
olan bir makinede 1 sayisia bir milyon defa 10~ sayis1 eklenirse 2 yerine yine 1 sayisi
elde edilir. Burada yapilmas1 gereken Once kiiciik sayilar1 ekledikten sonra ortaya cikan
sayinin daha biiyiik sayiya eklenmesidir.

Bagka bir hassasiyet kaybi ise birbirlerine ¢ok yakin sayilarin bir birinden
cikartilmasinda ortaya cikar. Ornegin x = 0.123, y = 0.124 olsun. Bu sayilarin her ik-
isinde de 3 anlamli rakam vardir ve son haneleri en az hassas olan rakamlardir. Bu iki
say1 bir birinden cikartildiginda, her iki sayininda en az hassas olan basamaklarinin farki
alinmig olur. Sonug sadece bir anlamli rakam icerir ve o da en anlamsiz iki rakamin farki
olur. Bir birlerine cok yakin sayilarin ¢ikartilmasi payda da ise yapilan hatanin etkisi
daha da abartilmis olur. Bu nedenle miimkiin olan her yerde bir birlerine yakin sayilarin

farklarinin alinmasindan kaginilmali, ayn1 islemi yapmanin degisik yollart aranmalidir.

Ornek 3.4 Asagida verilen islemleri hassasiyet kaybi en az olacak sekilde yapiniz.
a) x sifira cok yakin bir say1 olmak iizere y = 1 — cos(x)
b) x 1’e gore ¢ok biiyiik bir say1 olmak iizere y = v/x +1 — /x
Cozim:
a) x sifira cok yakin ise verilen sayilar bir birine ¢ok yakin olacaktir. y’i eslenigi ile

carpip bolersek

(1 —cos(x))(1+cos(x))  sin*(x)
1+ cos(x) ~ 1+cos(x)

olur. Bu deger saglikli bir sekilde hesaplanbilir.

b) (a)’da kullanilan yontemi kullanarak bir ¢6ziim bulunuz.

Islemler sirasinda dikkat edilmesi gereken bir diger konu islem onceligidir. FOR-
TRAN da kullanilan artimetik islemciler sunlardir: “toplama” (+), “¢ikarma” (-),
“carpma” (*), ”bolme” (/) ve "lis alma” (**). Bu islemcilerin oncelik sirasi ise sOyledir:
1. iis alma, 2. carpma ve bolme, 3. toplama ve ¢ikarma. Ayn1 6ncelige sahip islemlerde,

parantez icindekilere Oncelik taninir. Sinmirli hassasiyet ve islem Onceligi nedeniyle
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bilgisayarla yapilan islemlerde Ornegin toplamanin degisme ve birlesme oOzellikleri

saglanmayabilir.

Ornek 3.5 Asagida verilen aritmetik iglemlerin yapilmasi igcin FORTRAN programlama
dilinde komut satirina bu degerler nasil yaziimalidir?

b3

a)a:%,b)azﬁ,c)y:x— -

b2 Z3

Coziim: b)

PT1=3.1415

A=R**3/2./PI

3.4 Ornek Programlar ve Oneriler
3.4.1 Verilerin Ekrandan Okutulmasi

Temel FORTRAN komutlarimi hatirlamaniz i¢cin EK A’da verilen kisa ozeti kul-
laniniz. Bu noktada temel FORTRAN komutlarinin kullanildig: basit algoritmali pro-
gramlar yazarak baslamak cok daha 6gretici olacaktir. Daha sonra programlarin zorluk
seviyesi ve karmagiklig1 arttirilabilir. Baglangi¢ olarak iki sayiyr bilgisayar ekranindan
okuyarak bunlarin toplamini bulup ekrana yazan bir program yazalim. Asagida verilen

basit program bu isi yapmak i¢in yeterlidir.

PROGRAM GIRISI
C************
C Ekrandan iki sayI okur ve bu sayIllarIn toplamInl ekrana yazar
C Son degistirme tarihi: 17 Ekim 2002
C***********
REAL*8 A,B, TOPLAM
WRITE (*,*)" A ve B nin degerini giriniz:’
READ (*,*) A,B
TOPIAM= A + B

WRITE (*,*)" TOPLAM=', TOPLAM
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STOP

END

Ornek 3.6 Bilgisayarinizda bulunan bir editér programini kullanarak yukarida verilen pro-
grami bir dosyaya yaziniz. Daha sonra bir FORTRAN derleyicisi kullanarak bu pro-
grami derleyip galistiriniz. A ve B degiskenlerinin degerini ekrandan girerken bu degerleri
bosluklarla veya virgiille ayirarak giriniz. Ornegin A ve B igin 3.2 ve 6.7 degerleri girile-

cekse, ekrana

3.2 6.7

veya

3.2, 6.7

giriniz. A ve B icin bu degerlerin girildigi durum igin 6rnek ¢ikti asagida gosterilmistir.

A ve B nin degerini giriniz:
3.2 6.7
TOPLAM= 9.900000000000000

Stop - Program terminated.

3.4.2 Boyutlu Degiskenler ve Dongiiler

Yukarida verilen program biraz daha gelistirilebilir. Programin ikiden fazla sayiy1
toplamas1 gerektigini varsayalim. Bu durumda her say1 i¢in A, B, C, --- gibi farkl bir
degisken kullanmak yerine boyutlu bir tek degisken kullanilabilir. Bu tip degiskenler
vektor degiskenler olarak adlandirilir. Bu sodylenen degisiklikleri yansitacak sekilde

GIRIS1 programi yeniden diizenlenerek asagidaki GIRIS2 programi elde edilmistir.

3.4.3 ’Subroutine’ Alt Programi

GIRIS2 programini gelistirmeye devam edebiliriz. Programcilifin 6nemli basamak-
larindan biri yapilacak bir isi parcalara bolerek her parca i¢cin "'SUBROUTINE’ veya

"FUNCTION’ denen alt programlar1 yazmaktir. Bu programin daha derli toplu olmasini,
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kolay takip edilmesini ve tekrar tekrar yapilan islemler varsa bunlarin daha etkin bicimde
hesaplanmasini saglar. Bizim gelistirmeye calisti@imiz programda toplama islemini
bir alt program yazarak yapabiliriz. Ayrica bazi1 degiskenler icin baslangi¢ degerlerini
"DATA’ komutunu kullanarak atayabiliriz. *DATA’ komutu kullanilarak degeri atanan
degiskenlerin degeri gerektiginde program icinde daha sonra degistirilebilir. Anilan

degisikliklerin yapildig1 program GIRIS3 adi ile asagida verilmistir.

3.4.4 ’Function’ Alt Program

Bagka bir alt program cesidi ise "'FUNCTION’ alt programidir. Bir ’'SUBROUTINE’
alt programinda birden fazla girdi ve birden fazla ¢ikt1 olabilir. Bir "TFUNCTION’ alt
programinda ise birden fazla girdi olabilmesine karsin, alt programin kendi adi ile ayn1
olan sadece bir tek ciktis1 olabilir. Bir’'SUBROUTINE’ alt programu ile bir ’FUNCTION’
alt programi arasindaki en onemli fark budur.

a ve b sabit sayilar olmak iizere, F(x) = ax> — b fonksiyonu verilmis olsun. Bu
fonksiyonun belirli bir x,,,;;, degerinden baslayarak bir x,,, degerine kadar esit araliklarla
alacagi degerleri bulup tablo halinda yazmaya calistigimiz1 varsayalim. Bu isi yapabile-

cek bir program asagida verilmistir.

3.4.5 Ciktilarin Bir Dosyaya Yazdirilmasi

Yukarida verilen biitiin programlarda programin ciktis1 ekrana yazilmaktadir. Eger
program c¢iktis1 ekrandan takip edilemeyecek kadar ¢oksa veya sonuglar ileride kul-
lanilmak iizere kalic1 olarak saklanmak isteniyorsa bu durumda sonuglarin bir dosyaya
yazilmasi gerekir. Bunu yapmak i¢in programlar icerisinde ’OPEN’ komutunu kullanarak
istedigimiz isimde bir dosyay1 agip sonuglarimizi bu dosyaya yazabiliriz. Agilan dosya
ile isimiz bitince bu dosyay1 ’CLOSE’ komutu ile kapatiyoruz. Asagida verilen GIRISS
adli program bu soylenenleri yapmak iizere GIRIS4 adli programin yeniden diizenlenmis

halidir.
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3.4.6 Verilerin Dosyadan Okutulmasi

Bir programda kullanilacak veriler programda DATA komutu ile tanimlanabilir, daha
once gordiigiimiiz gibi ekrandan veya birazdan gorecegimiz gibi bir dosyadan da okutu-
labilir. Bu amag i¢in verilerin okunacagi dosyanin onceden OPEN komutu ile acilmasi
gerekir. Bu agilan dosyada program icin gereken veriler bulunmalidir. Verilerin eksik-
siz ve dogru okunabilmesi i¢in, programda dosyada bulunan verilerin dizilisine uygun
okuma komutlar1 bulunmalidir. Ornegin yukarida kullandigimiz GIRIS3 programinda
ekrandan okunan toplanacak sayr sayisi ve bu sayilarin degeri bir dosyadan da oku-
tulabilir. GIRIS3 programinin bu amaca uygun sekilde degistirilmis hali GIRIS6 adi
altinda asagida verilmistir. Buradaki en onemli farklilik READ(*,*) komutunun birinci

arglimaninin verilerin okunacag1 dosyanin birim numrasi ile ayn1 olmasidir.

3.4.7 Grafik Cizimi

Bilimsel calismalarda elde edilen verilerin uygun ve 0z bir sekilde sunulmasi
en az yapilan arastirma kadar 6nemlidir. Ornegin yukaridaki GIRIS5 programinin
calistirilmasindan sonra elde edilen dosyada bir ¢cok rakamdan olusan bir veri yi1gini
vardir. Buradaki bilgi iceriinin anlagilir bir sekilde dogrudan baskalarina iletilmesinin
kolay ve etkin yollarindan biri elde edilen veriyi grafik ile temsil etmektir. GIRISS pro-
graminin irettigi verinin grafigi, yani F(x) ve G(x) fonksiyonlarinin grafigi Sekil 1.1’de

gosterilmisgtir.

Ornek 3.7 Yukarida verilen GIRIS5 programina benzeyen ve diyelimki adi GIRIS51
olan bir program yaziniz. Bu program f(x) = 2(x — 1)? ve onun birinci ve ikinci turev-
lerini [Xin, Xmax] araliginda esit aralikli N tane noktada hesaplayip adi kullanici tarafindan
belirlenen bir dosyaya yazmalidir. Ciktilarin yazildig1 dosyada birinci kolona x degerleri
yazilmalidir. Benzer sekilde 2., 3. ve 4. kolonlara sirasi ile f(x), f(x) fonksiyonunun
birinci ve ikinci tiirevleri yazilmalidir. Kullanici en kiiciik ve en biiyiik x degerlerini
(Xmin, Xmax) ve bu aralikta kag tane deger basilacagini (N) girebilmelidir. Olusturdugunuz
bu ¢ikti dosyasini kullanarak verilen fonksiyonun ve onun tiirevlerinin grafigini ¢iziniz.

Once her fonksiyonu tek tek cizerek goriiniiz. Daha sonra hepsini topluca aym grafik
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tizerinde gosteriniz.
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F(x), G(x)
IS
\

Sekil 3.1 F(x) ve G(x) fonksiyonlarinin grafikleri.

36



4. ADI DIFERANSIYEL DENKLEMLERININ SAYISAL COZUMU  Tez YAZARI

4. ADi DIFERANSIYEL DENKLEMLERININ SAYISAL COZUMU

Temel bilimlerde, miihendislik veya iktisatta bazi problemlerin ¢oziimiinde sik sik
bir diferansiyel denkleminin c¢oziilmesi gerekmektedir. Eger diferansiyel denklemi-
nin analitik bir ¢6zliimii bulunamiyorsa bu durumda sayisal yontemlerin kullanilmasi
kacinilmaz olacaktir. Bu boliimde baglangi¢ sarth adi diferansiyel denklemlerinin sayisal
olarak nasil ¢oziilecegini, kullanilan bir yontemi gelistirerek hatalar1 azaltmak i¢in neler
yapilabilecegini, programlamada dikkat edilmesi gereken noktalar1 adim adim gérecegiz.

Konularin anlatim1 ve programlama basitten karmasiga dogru beraber yiiriitiilecektir.
4.1 Giris

Bir diferansiyel denkleminde bir veya birden fazla bagimli degiskenin sadece bir
bagimsiz degiskene gore tiirevleri varsa bu denkleme adi (bayagi) diferansiyel denklem
diyoruz. Ornegin basit harmonik bir salinicinin uydugu diferansiyel denklem, ¢ zamani
ve x salinicinin merkeze gore yer degistirmesini temsil etmek iizere,

i,—j;c +w?x=0 4.1)
ile verilir. Burada r bagimsiz degisken, x ise bagimh degiskendir. Bir diferansiyel den-
kleminin mertebesi denklemde goriilen en yiiksek dereceli tiireve esittir. Bu nedenle
yukaridaki denklem ikinci mertebe bir diferansiyel denklemdir. Adi diferansiyel den-
klemler sagladiklar1 sartlara gore baslangic veya sinir sarthh olabilir. Baglangic sarth
diferansiyel denklemlerinde denklemin saglamasi gereken sartlar sadece bir noktada

tamimlidir.  Sinir sarth diferansiyel denklemlerinde ise denklemin saglamasi gereken

sartlar birden fazla noktada tanimlanmustir. Ornegin

d2
S3Awh=0, xlw)=x, | =x (42)
dt "

diferansiyel denklemi baslangi¢ sarthidir, cilinkii denklemin saglamasi gereken sartlar

sadece t = 1y noktasinda tanimlidir.

d*x

dx
ol +wPx =0, x(r)=ux, Sl = X (4.3)

denklemi ise denklemin saglamasi gereken sartlar x; ve xp gibi iki farkli noktada
tanimlandigindan siir sarthidir. Bu boliimde sadece baslangic sarth diferansiyel den-

klemleri g6zoniine alinacaktir.
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Birden yiiksel mertebeli herhangi bir diferansiyel denklem, mertebe sayist kadar bir-
inci mertebe diferansiyel denkleme doniistiiriilebilir. Bu yontemle n. mertebe herhangi

bir diferansiyel denklem, n tane birinci mertebe diferansiyel denklemi seklinde yazilabilir.

Ornek 4.1 Denklem (3.1)’de verilen diferansiyel denklemini iki tane birinci mertebe
diferansiyel denklem seklinde yaziniz.

¢Oziim: Bunu yapmak icin

xi(t) = x(1)
dx
t) = — 4.4
x(t) 7 (4.4)
tanimlarim1 yapalim. Bunlar1 asil denklemde yerine koyarsak

d
% Wl =0 4.5)

elde edilir. Yukarida tantmladigimiz ikinci denklem ise

_dx

=— (4.6)

x(t)

olur ve aradigimiz diger denklemin kendisidir. Denklem (3.5) ve (3.6) birlestirilirse
aranan denklem sistemi
dxy
dt
dX2
dt

= xZ
= —wix (4.7)
elde edilmis olur. Bu son iki denklem birinci mertebe ve kuplajlidir.

Ornek 4.2 iiciincii mertebe, lineer olmayan ve baslangic sartlar1 belli

Py dy,
y@ﬂa) +y° = gx)
y(x0) =0, ¥ (x0)=y5 ¥'(x0) = o, (4.8)

diferansiyel denklemini ii¢ tane birinci mertebe diferansiyel denklemler halinde yaziniz.
Ayrica yeni denklemlerin sagladig1 baslangic kosullarini da belirtiniz.

¢Oziim: Bunu yapmak icin daha 6nce yaptigimiz gibi

yi(x) = y(x)
d

ya(x) = ﬁ (4.9)
d2

w0 = g
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tanimlarim1 yapip asil diferansiyel denkleminde yerine yazalim.  Dikkat edilirse
yukaridaki denklemlerden son ikisi aradifimiz denklemlerden ikisini zaten tanimlamig
olur. iigiinciisiide verilen denklemden bulunacaktir. (3.8)’deki diferansiyel denklemini y,

y2 ve y3 cinsinden yazarsak
dys
dx

elde ederiz. Yeniden diizenleme yapilirsa aradigimiz denklem sistemi elde edilir.

Vi——+y3+yt = g(x) (4.10)

M y2,  Yi(xo) =y

dx 2 1\X*0 0,

dy>

o =3 y2(x0) = ¥p, (4.11)
dys

o= = —v3/y1 —y1+g(x)/y1,  y3(x0) =,

Daha karmagik bir 6rnek ise ters kare kuralina uyan merkezi bir kuvvet (6rnegin kiitle
cekim) altinda (x, y) diizleminde iki boyutta bir yoriingede donen bir pargacigin hareketini
temsil eden diferansiyel denklem olabilir. G problemin sabitlerini temsil etmek ve r =

xi+ yj olmak iizere, Newton’un ikinci yasasina gore hareket denklemi

dr Gt Gr
7 B a3 (4.12)
seklinde yazilabilir. Bu denklem goriildiigii gibi ikinci mertebe bir diferansiyel denklem

olup iki boyutta yazilmistir. Bu diferansiyel denklem her boyut i¢in ayr1 ayri yazilabilir.

Boylece
d*x B Gx
ar? r3
d?y Gy
7 4.13)

elde edilir. Bunlar kuplajli ikinci mertebe diferansiyel denklemlerdir.

Ornek 4.3 (3.13)’de verilen denklemleri birer mertebe daha indirgenerek birinci mertebe

dort denklem elde ediniz.

¢Oziim: Bunu yapmak i¢in hizin x ve y yonlerindeki bilesenlerini sirasi ile Vy = Z—;‘ ve
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Vy = % olarak yazabiliriz. Bu tanimlar1 kullanarak

dx

i V

dt *

dy

MCAN V4

dt Y
dv, Gx

= —— 4.14

dt r3 ( )
avy _ Gy

de r3

seklinde dort tane kuplajli birinci mertebe diferansiyel denklem elde edilebilir. Bu den-
klemleri daha diizenli yazmak igin y; = x(t), y2 = y(¢), y3 = % ve yq4 = ?1% tanimlarini

kullanarak (3.14)’deki denklemler yeniden

y
dt

dy: _

dy3 Gyl ) 2

drs G2
dt r3

= )3

seklinde yazilabilir.

Yiiksek mertebeli herhangi bir diferansiyel denklem yukarida Ornekleriyle
gordiigiimiiz gibi birinci mertebe diferansiyel denklemler dizisi halinde yazilabildiginden,
baslangic sarth adi diferansiyel denklemlerini sayisal olarak ¢6zme yontemleri sadece bir-
inci mertebe diferansiyel denklemler i¢in gelistirilmistir. Bu nedenle birinci mertebe bir
diferansiyel denklem ele alalim. En genel haliyle boyle bir denklem, baslangic sarti ile
beraber,

dy

T flx,y), y(x0) = yo (4.16)

seklinde yazilabilir. Burada x bagimsiz, y ise bagiml degiskendir. f(x,y) aslinda y’nin
egimini biitlin (x,y) diizlemi {izerinde x ve y’nin bir fonksiyonu olarak tanimlar. Fakat
bu bir ¢6ziim degil, bir ¢oziimler kiimesi olusturur. Bu ¢éziimlerden bir tanesini se¢cmek
icin (x,y) diizlemi iizerinde bir noktanin, 6rnegin (xp,yo) noktasinin verilmesi gerekir.
Bu durumda aranan ¢oziim bu noktadan gecen ¢oziimiin kendisi olur ve tektir. Bu nok-
tanin secilmesi aslinda gdzoniine alinan diferansiyel denklemine bir baglangic sart1 ver-

ilmesi anlamina gelir. Diferansiyel denklemlerini sayisal olarak ¢ozecegimizden, bir
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diferansiyel denkleminde gegen tiirevleri sayisal olarak temsil edebilecegimiz yontemler

gelistirmeliyiz. Bu bir sonraki boliimiin konusudur.

4.2 Sayisal Tiirev Alma

Denklem (3.16) veya benzeri denklemleri ¢cozerken tiirev alinmas1 gerekecektir. Bu
nedenle sayisal olarak tiirev almak icin bir yontem bulmamiz gerekir. Once tiirevin
tanimindan baglayalim. Belirli bir aralikta siirekli olan bir f(x) fonksiyonunun herhangi

bir x noktasindaki tiirevi hatirlanacagi gibi

dy _ . Y0+ Ax) —y(x)
dx  Ax—0 Ax

(4.17)

olarak tanimlanir. Bu tanimi kullanarak bilgisayarla bir foknsiyonun sayisal olarak
tiirevini nasil almamiz gerekir? Ax kullandigimiz makinenin hassasiyet limitine gore
sonlu olmak iizere istedigimiz kadar kiigiik olabilir fakat limiti hi¢ bir zaman sifira
gotiiremeyiz. Bu nedenle birinci ve gerektiginde daha yiiksek dereceli tiirevleri sayisal
olarak alabilmek icin uygun bir yontem gelistirmemiz gerekir.

Boyle bir yontemi fonksiyonlarin Taylor serisi agilimlarini kullanarak elde etmek

miimkiindiir. f(x) fonksiyonunun x4 Ax noktasindaki Taylor a¢ilimi, 7 = Ax olmak tizere,
h* h?
flaeth) = fx) +hf" () + 5 1)+ f @)+ (4.18)

seklindedir. Burada f’(x), f”(x), --- f(x) fonksiyonunun x noktasindaki birinci, ikinci,

- tiirevleridir. Benzer sekilde f(x)’in x — & noktasindaki Taylor agilimi

3
h 1

2
Fle=h) = £ = hf () + 1) = () oo @.19)

olur. Denklem (3.18)’i kullanarak f(x)’in tiirevi yaklagik olarak

flxt+h) = fx)
h

fl(x) = +O0(h?) (4.20)

yazilabilir. Burada A’nin iki ve daha biiyiik kuvvetlerinin bulundugu terimler ihmal
edilmistir. Yani tiirev almada yaptigimiz hata h? ile orantihdir. Herhangi yaklasik bir
yontemde ihmal edilen terimler #%*! ile orantili ise, bu yontemin k. mertebeden hassas
oldugu soylenir. Bu tanima gore denklem (3.20)’de verilen birinci tiirevin yaklasik degeri

birinci mertebeden hassastir. Birinci tiirev i¢in elde ettigimiz bu yaklasik deger ileriye
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dogru sonlu fark yaklagimi olarak bilinir. Benzer sekilde denklem (3.19)’u kullanarak

ayni tiirev geriye dogru sonlu fark olarak

f(x)—f(x—h)

- +0(h?) (4.21)

flx) =

seklinde yazilabilir. Bu yaklasik degerde birinci mertebeden hassastir. Bunlarin diginda

denklem (3.19)’u denklem (3.18)’den taraf tarafa ¢ikartirsak tiirev icin merkezi sonlu fark

fx+h) —flx—h)

3
- +o(1) (4.22)

fllx) =

denklemini elde ederiz. Bu yontemde dikkat edilirse hesaplanan tiirev degeri ikinci
mertebeden hassastir. Bu nedenle merkezi sonlu fark yontemi ileri ve geri sonlu fark
yontemlerinden bir mertebe daha hassastir. Yukarida gosterildigi gibi bir fonksiyonun
bir noktadaki tiirevini, fonksiyonun o noktaya komsu noktalarindaki degerleri cinsinden

yazma yontemine genel olarak sonlu farklar yaklasik metodu denir.

Ornek 4.4 Denklem (3.18) ve (3.19)’un toplamindan ikinci tiirev icin yaklagsik

fx+h) —2f(x)+ flx—h)

o +O(h*) (4.23)

f(x) =

degerinin elde edilebilecegini gosteriniz.

4.3 Euler Metodu

(3.16)’daki diferansiyel denklemini sayisal olarak ¢ozmek i¢in kullanilabilecek en
basit yontem Euler metodudur. Bu yOntemde c¢oziimiin egiminin ¢ok yavas degistigi
kabul edilir. Bu nedenle sonlu fakat kiiciik bir bagimsiz degisken araligi Ax icin y’nin
cok yavas degistii veya sabit oldugu kabul edilebilir. Siirekli herhangi bir fonksiy-
onun bir x noktasindaki tiirevinin (3.17) ile verildigini gormiistiik. Fakat bu denklemin
sayisal hesaplamalarda pratik olarak pek ise yaramadigini1 ve daha farkli yontemlerin
gelistirilmesi gerektigini bir 6nceki boliimde belirtmistik. Bu nedenle (3.16)’daki diferan-

siyel denklemi, denklem (3.20)’de verilen birinci derece tiirevin ileriye dogru sonlu fark

tanimindan faydalanarak

= f(x,y) (4.24)
veya

y(x+Ax) = y(x) + Axf(x,y) (4.25)
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olarak yazilabilir.
Yukaridaki denklem, bir xo noktasindaki yy degerinin bilinmesi durumunda, daha son-
raki bir x; = xp + Ax noktasindaki y; = y(xp + Ax) ¢oziimiiniin bulunabilecegini gosterir.

x1 noktasindaki ¢6ziim yaklagik olarak

y1 = Yo+ Axf(x0,y0) (4.26)

ile verilecektir. Boylece (x1,y;) noktast elde edilmis olur. Bu nokta yeni bir baslangi¢
sart1 olarak kullanilirsa bir sonraki x, = x¢ + 2Ax noktasindaki ¢oziim yaklagik olarak

bulunabilir. x, noktasindaki yaklasik ¢oziim
y2 = y(x0 +2Ax) = y(x1 +Ax) = y1 + Axf(x1,y1) (4.27)

olacaktir. Bu sekilde adim adim devam ederek tiirevi f(x,y) olan asil y(x) fonksiy-
onunu bulmus oluyoruz. Yani integral alarak tiirevi alinmig ilkel fonksiyonu bulmaya

calistyoruz. Ax sayisal ¢oziimde kullanilan adim uzunlugu olarak bilinir.

h = Ax
X, = Xxo+nAx=xo-+nh
Y(x2) = (4.28)

Y(Xnt1) = Yt

tanimlarimi kullanarak ve denklem (3.25)’den hareketle Euler metodu

Yn+1=Yn +hf(xnayn)u y(XO) =y0, 0<n<N (4.29)

olarak yazilabilir. Bu bir tekrarlama bagintisidir. Baglangicta (xg,yo) degerlerinin bil-
inmesi durumunda diger biitiin degerler bir onceki degerlerden faydalanarak adim adim
bulunabilir.

Dikkat edilirse bu yontemde aranan ¢oziimiin e§imi f(x,y) her adimin baglangicinda
hesaplanip bu adim i¢in kullanilmaktadir. Baslangictan itibaren bu siire¢ devam ettir-
ilirse (xo,y0), (x1,y1), (x2,2), - - -, (xn,yn) dizisi elde edilir. Bu dizinin (x,y) diizleminde
olusturdugu noktalar kiimesinin yaklagik olarak aranan gercek ¢oziimii takip etmesi bek-
lenir. xp’dan baglayarak x;’de son bulan belirli bir aralik i¢in ¢dziim araniyorsa, bu aralik

K tane esit aralifa boliinebilir. Ax’in kiigiik olmasin1 garantilemek icin K nin yeterince
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biiyiik olmasi gerekir. Aralik uzunlugu
Ax = (xs—x0)/K (4.30)

ile verilir.

4.3.1 Euler Metodu Icin Hata Tahmini

Euler metodunda yapilan hata ne kadardir? ¢oziimiin her adiminda y yaklagsik olarak

-+ Ax) = y(0) + Axf () = () + xS @31)

olarak yazilabilir. Fakat dogru ve kesin acilim Taylor serisi ile verilir. Denklem (3.31)’in

Taylor serisi ag¢ilimi

dy  (Ax)*d%y
_ 432
y(x+Ax) y(x)+Axdx+ > g2 + (4.32)

olacaktir. Bu nedenle denklem (3.31)’in kullanilmasi ile yapilan her adimdaki hesap
(Ax)? mertebesinde hatalidir. Eger Ax kiiciik ise, (Ax)? ¢ok kiiciik olacaktir. Fakat
Ax’in kiiclik olmast i¢in K’ nin ¢ok biiyiik secilmesi gerekir, yani atilan adim sayisinin
arttirilmast gerekir. xp noktasindan x; noktasina kadar yapilan ¢oziimde toplam hata
K(Ax)? = (x; — x9)Ax olacaktir. Yani Euler metodunda yapilan yerel hata (Ax)?, toplam
hata ise Ax mertebesindedir. Prensipte K’y1 yeterince biiyilik secerek, hatay1 istenildigi

kadar kiiciiltmek miimkiindiir fakat bu pratik degildir.

Ornek 4.5 6rnek olarak asagida verilen diferansiyel denklemini Euler metodunu kulla-

narak [0, 1] araliginda ¢ozelim.

d X
d—)yc = 2 (4.33)
y(x0) = o

¢Oziim: Bu diferansiyel denkleminin analitik ¢oziimiiniin

1
¥(@) =0+ 7 (2 —3)

oldugunu gostermek 6dev olarak size birakilmistir. Analitik ¢6ziim sayisal ¢ozlimii test

etmek icin kullanilacaktir. Verilenlere gore f(x,y) = %x’dir. Tablo 3.1°de xo =0, yo =
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Tablo 4.1 Euler metodu ile % =3, ¥(0) = 0.25 diferansiyel denkleminin ¢6ziimii. Analitik

ve sayisal ¢oziimler grafikte gosterilmistir.

X | Ya Vs Ay = ya— s
010 yvo=20 0

R ((C RV Eeeeeet e B i A
7 %((z)2+1):36—§ y3:y2+hf(X2,y2):%+%?§=% %—%2647;
L 2"+ D) =55 | ya=y3+hf(x3,33) =G +i3i=e1 |l e1—c1—ea

0.25 ve h = 1 = 0.25 icin verilen denklemin analitik ¢6ziimii y,, Euler yontemine gore
elde edilen sayisal ¢oziimii y; ve yapilan hata Ay =y, —y; x =0, ‘—1“ %, %, 1 noktalarinda

gosterilmisgtir.

Tablodan da goriildiigii gibi sayisal ¢oziimde yapilan hata 4 ile dogrusal olarak art-
maktadir. sekil 1°de sayisal ve analitik ¢oziimler ayni grafik iizerinde gosterilmistir. 1ki
¢Ozlim arasindaki fark yani sayisal ¢6ziimde yapilan hata sekilde goriildiigii gibi gittikge
artmaktadir. Bu tehlikeli bir duruma isaret eder. Bir siire sonra sayisal ¢oziimde yapilan
hata gercek coziim ile karsilastirilabilir olacak ve daha sonra tamamen taninmaz bir hal
alarak gercek ¢oziim ile bir ilgisi kalmayacaktir. Sayisal ¢oziimde yapilan en ufak bir hata
smirsiz sekilde artiyorsa bu durumda bir sonraki boliimde gorecegimiz gibi bir kararlilik

sorunu var demektir.
4.3.2 Euler Metodunun Kararhilik Analizi

Sayisal c¢oziimlerde goz Oniine alinmasi gereken Onemli kavramlardan bir tanesi
kararliliktir. Sayisal bir yontemin kararli olmasi ¢oziimiin kisa siirede ¢cok biiyiiyerek veya
sonsuza giderek taninmaz hale gelmemesi olarak tanimlanabilir. Bazi yontemler her sart
altinda kararli, bazilar1 her zaman karasiz olurken, baz1 yontemler ancak belirli parame-
tre degerlerinde kararli kalmaktadir. Kullanilan sayisal bir yontemin detayl bir kararlilik
analizini yapmak her zaman miimkiin olmayabilir. Euler metodunun kararlilik analizini
yapmak i¢in (3.29) denkleminde verilen sayisal ¢6ziimiin, ornegin bilgisayarin sinirli has-

sasiyetinden dolayi, gercek sayisal coziimden ((3.16)’daki diferansiyel denkleminin anal-
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o-5c T I T I T I T

—@— analitik ¢dziim
0.45—

—-

sayisal ¢oziim

y(x)

Sekil 4.1 Ornek 3.5’de ¢oziilen diferansiyel denkleminin sayisal ve analitik ¢oziimleri.
itik ¢oziimiinden degil) dy kadar uzaklastigin1 varsayalim. Bunu (3.29)’a eklersek

Yn+1 +8yn+1 =Yn ‘|‘8yn +h*f(xn7yn +6yn) (4.34)

elde edilir. Denklemdeki son terimi Taylor serisine acip sadece dy’ye gore birinci mertebe

terimleri alirsak

of (x,
yn+l+5)7n+1 = yn+8yn+h*[f(xn7yn)+ féyy) 8yn]
0
— Va5 f (s ) + Sy + Bk fg;’” 8y (4.35)
0
= yn+1+5yn+h*% Oyy

bulunur. Bu denklemden n.adimda yapilan bir hatanin bir sonraki adima nasil

yanstyacagini veren

of(x,
Syni1 = [1 +/x fxy) 18y (4.36)
d |,
denklemini elde ederiz. Buradan acik olarak goriildiigii gibi herhangi bir sekilde sayisal

¢oziime karigan bir hatanin nasil ilerleyecegi k = (1 + h * %);y)) teriminin biiyiikliigline

baghdir. |k| < 1 igin hata gittikce azalacak, |k| > 1 ise hata n arttik¢a artarak ¢oziimii
kirletecek ve belkide taninmaz hale getirecektir. Euler metodunun kararli olmasi i¢in bu
nedenle

—1§1+h*@§+1 4.37)

Y
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sartinin saglanmasi gerekir. 2 > 0 oldugundan bu sart ancak %);y) < 0 ise miimkiin

olabilir. Adim uzunlugunun dikkatlice se¢ilmesi gereken bir parametre oldugu bdylece
aciklik kazanmis oldu.
Daha kesin bir tanim yapmak gerekirse sayisal bir coziim eger gercek ¢oziimden bir

miktar uzaklagildiginda biiylime egilimi gostermiyorsa kararlidir.

Ornek 4.6

2~y (4.38)

diferansiyel denkleminin kararlilik analizini yapiniz.

¢oziim: Bu denklemde f(x,y) = x+y oldugundan analiz i¢in k deZerini hesaplarsak

af (x,y)

k=1+h
+h* 3

—1+h

elde ederiz. —1 < k <1 sart1 hi¢ bir zaman saglanamayacagindan Euler metodu verilen

denklem icin her sart altinda kararsizdir.

Ornek 4.7 Asagida verilen diferansiyel denklemlerinin kararlilik analizini yapiniz.

a) Biiyiime problemi:

dy
— =0y, a>0
dx y?
b)Bozunma problemi:
dy
—=-0ay o>0
dx Y
Ornek 4.8
d
= =y+x, yx0) =0 (4.39)

diferansiyel denklemini Euler yontemini kullanarak c¢ozen bir FORTRAN programi

yaziniz. Bu denklemin analitik ¢6zlimiiniin
y(x) = (yo+x0+ 1)) — (x+1)

oldugunu gosteriniz ve sayisal ¢oziimii test etmek icin kullaniniz.
¢Ozlim: verilen diferansiyel denklemini Euler metodu ile ¢ozecek cok basit bir pro-

gram EK C’de ADDI1 adu ile verilmistir.
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ADDI1 programinin bazi 6zellikleri not edilebilir. Program kendi kendini tekrar et-
mekte ve sadece K icin sifir veya daha kiiciik bir say1 girildiginde durmaktadir. (xo,yo),
(x1,¥1), (x2,¥2), -+ -, (x5,ys) degerlerinin hepsi X ve Y olarak adlandirilmakta, her adimda
onlarin degeri giincellestirilmektedir. Analitik ¢oziim YA hesaplanmis ve yapilan hata

kaydedilmistir.

Ornek 4.9 a) ADDI1 programina bir dnceki paragraftan da yararlanarak acgiklayici notlar
ekleyiniz.

b) ADD1 programini bir dosyaya editoriiniizle kaydediniz, fortran derleyicinizi kulla-
narak derleyiniz ve ¢alistiriniz. Basglangi¢ sartlari olarak X=0, Y=1 aliniz.
1) XS=1 alarak programi K=5, 10, 20, 40 degerleri i¢in calistirimiz. Yapilan hata nasil
degisiyor? Yaklagik olarak /4 ile orantili m1? K iki kat arttirildiginda hata kac kat azaliyor?
i1) (1)’yi XS=2 i¢in tekrar ediniz.
ii1) ornek 3.5°de gosterildigi gibi bu denklem Euler metoduna goére her zaman kararsizdir.
XS’yi biiyiik secerek 4 ne kadar kiiclik olursa olsun ¢ozlimiin siirekli biiylidiigiinii ve

kararsizlagtigin1 gosteriniz.

Daha genel uygulamalar i¢cin ADD1 programi biraz daha gelistirilerek EK C’de ver-
ilen ADD2 programi elde edilmistir. Yeni programda diferansiyel denkleminin tiirevini
hesaplamak i¢in bir alt program, kullanilan yonteme gore integrali almak icin bir alt pro-

gram eklenmigtir. Yeni programi olusturan kisimlar sunlardir:
e ADD2: ana program

e EULER: herhangi bir diferansiyel denklem icin sayisal integrasyonu yapan alt pro-

gram

e DEQ: disaridan saglanan ve diferansiyel denkleminin tiirevini (denklemin sag

tarafin1) hesaplayan alt program

Ana program girdi-¢ikt1 islerini ve bazi hesaplamalar1 yapmaktadir. Baglangi¢ sartlar
tekrar tekrar atamay1 Onlemek tizere X0 ve YO degiskenlerinde saklanmaktadir. EULER
alt programi verilen denklemden tamamen bagimsizdir. Bagka bir diferansiyel denklem
coziilecegi zaman sadece DEQ alt programinin degistirilmesi yeterlidir. DEQ’niin EU-

LER alt programinin bir argiimani olmasma dikkat ediniz. Bu durum programin en
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basinda ’EXTERNAL’ komutu ile ilan edilmistir. Daha iyi bir integrasyon yontemi kul-

lanilacaksa bu durumda EULER alt programinin degistirilmesi gerekir.

Ornek 4.10 a) ADD?2 programini bir dosyaya yazarak derleyiniz ve ¢alistiriniz. Bu pro-
gramla Ornek 3.6’da verilen diferansiyel denklemini Alistirma 3.4’de kullanilan ayni
baglangic ve K degerlerini kullanarak ¢oziiniiz. Elde ettiginiz sonuglart ADDI1 pro-
graminin sonuglari ile kargilagtiriniz. ¢6ziimiin hassasiyetinde bir degisme varmidir?
b) ADD2 programini
dy

2
dx X+, ¥(0)

diferansiyel denklemini c¢ozecek sekilde bagka bir ad altinda, Ornegin ADD?21,
degistiriniz. Bu denklemin analitik ¢6ziimiinii bulup yeni programda bu ¢oziimii kul-
lanmamz gerekir. Analitik ¢oziimiin y(x) = —(x*> 4+ 2x + 2) + 3¢* olmast gerektigini

gosteriniz.

ADD?2 yap1 olarak uygun bir program olmasina kargin biraz daha gelistirilip daha
kullanigh 6zelliklerle donatilabilir. Bazi degisiklikler sunlar olabilir: (a) girdi sayisinin
arttirilmast ve bu sayede programin daha kullanigh hale getirilmesi, (b) baz1 degisken
veya sabitlere bastan deger atayarak ayni1 degerin defalarca girilmesinin 6nlenmesi ve (c¢)
ciktilarin formatl yazdirilmasi.

Bu amaglarla yazilan yeni programda baglangic degerleri daha once oldugu gibi
X0 ve YO0’a kaydedilecektir fakat son x degeri olan XS yerine ii¢c tane yeni degisken
tanimlanmusti.  Bunlar L, P ve IC’dir. L kac¢ tane periyot iizerinden hesaplama
yapilacagini, P her periyotun uzunlugunu (biiyiikligiinii) ve IC hesaplamanin nasil
yapilacagini tanimlamaktadir. Eger IC=1 ise diferansiyel denkleminin integrasyonunun
kaldig1 yerden devam edecegini, IC=0 ise bastan baglayacaginm1 gostermektedir. Pro-
gramin ilk calistirihisinda IC=0 olmalidir. K degeri yeni organizasyonda bir P periy-
odu icinde atilacak adim sayisin1 tanimlamaktadir. Yeni tanimlamalara gore toplam inte-
grasyon uzunlugunun LxP olduguna dikkat ediniz. 6rnek olarak yukaridaki diferansiyel
denklemi [0,5] araliginda ¢6ziilecekse, baslangicta L=5, P=1 ve IC=0 verilmesi yeterlidir.
L ve P icin olast bagka bir secenek ise L=10 ve P=0.5tir. Integrasyona devam etmek
icin IC=1 verilmesi gerekir. Eger L ve P i¢in bagka degerler girilmezse eski degerler kul-
lanilarak integral almaya devam edilir. 6rnegin baglangicta IC=0, L=10, P=0.5 iken, bir

sonraki degerler girilirken sadece IC=1 girilip digerleri degistirilmeden birakilirsa integral

49



4. ADI DIFERANSIYEL DENKLEMLERININ SAYISAL COZUMU  Tez YAZARI

kaldig1 yerden 0.5 periyotlarla 10 defa alinarak X=10 degerine kadar alinir. Ortaya ¢ikan
yeni program ADD3 adi altinda EK C’de verilmistir. Sadece ana programda degisiklikler
yapilmig EULER ve DEQ alt programlar1 degistirilmeden birakilmisgtir.

Ornek 4.11 a) EK C’de verilen ADD3 progamim derleyerek ¢alistirniz. Alistirma
3.5(a)’da coziilen diferansiyel denklemini ayni baglangi¢ sartlarini kullanarak yeniden
¢Oziiniiz. Sonuglar1 Alistirma 3.5’in sonuglari ile karsilagtirrmiz. Ayrica IC, L ve P
parametrelerinin roliinii iyice dgrenmek icin programi degisik L. ve P degerleri i¢in
calistiriniz.

b) ADD3 programini bagka bir ad altinda, 6rnegin ADD31, degistirerek

dy
e =x"+y

diferansiyel denklemini y(0) = 1 baglangi¢ sartin1 kullanarak coziiniiz. Sadece DEQ alt
programini degistirmeniz yeterli olacaktir. Ayrica bu denklemin analitik ¢oziimiinii bu-

larak hata hesabinda onu kullanmaniz gerekir.

Euler metoduna dayanarak simdiye kadar yaptigimiz integral alma islemleri ne yazik
ki yeterli degildir. Pratik olarak bakacak olursak, hatayir azaltmak icin K’y1 arttirmak
daha ¢ok hesaplama dolayisi ile daha ¢ok zaman kaybr demektir. Teknik olarak ise K’ nin
arttirtlmasi ile hesaplamalarda yapilan yuvarlama hatalarmin artmasi demektir ve bu
hatalarin birikerek yaklasik ¢6ziimde baskin hale gelmesi durumunda, K’nin arttirilmasi
yarardan ¢ok zarar vermeye baglar. Her iki sebepten dolay1 daha iyi sonuclar veren
yaklagik metotlar1 aramakda yarar vadir. Euler metodunu gelistirmenin bir yolu asagida

gorecegimiz gibi Euler Richardson metodunu kullanmaktir.

4.4 Euler-Richardson Metodu

Bir parametreye bagli olan herhangi yaklasik bir yontemi gelistirmenin bir yolu
Richardson ekstrapolasyonudur. Euler metodunda integral almada yapilan hata Ax ile
orantili idi. Adim uzunlugunu yariya diigiirdiigiimiizde yapilan hata Ax/2 ile orantil ola-
caktir. Euler metodunda herhangi bir x’den x + Ax noktasina kadar yaptigimiz integral
alma islemini simdi iki tiirlii yapalim. Birincisinde sadece bir adim atarak x + Ax nok-

tasinda bir ¢coziim bulalim ve bu yaklasik ¢coziime y; diyelim. simdi x + Ax noktasina
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Ax/2’1ik iki adim atarak ulagalim ve bu islem sonucunda elde ettigimiz yaklasik ¢oziime
y2 diyelim. Boylece ayn1 x + Ax noktasina karsilik gelen y; ve y, gibi iki yaklasik ¢oziim
elde etmis olduk.

y1 ve y2’nin uygun bir lineer (dogrusal) bilesimini alarak her ikisinden de daha iyi
bagka yaklagik bir ¢oziim elde edebiliriz. Bunu yapmak i¢in denklem (3.16)’1 gbz 6niinde
tutarak & = Ax olmak iizere y(x + h) ve y(x+h/2)’i x civarinda, y((x +h/2)) +h/2)’i

(x4 h/2) civarinda Taylor serisine acalim.

h? n
yeh) = y(x) + Ry () + 55" () + =" (@) £ (4.40)
h / hz 1 h3 n
Y(e+1/2) = 3(0) 57 (6) () + " () - @41)
h / h2 /!
y((x+h/2)+h/2) = y(x+h/2)—|—§y (x+h/2)—|—§y (x+h/2)
h3 "
+&y (x+h/2)+--- (4.42)
Denklem (3.41)’1 denklem (3.42)’de yerine yazarsak
h / h2 1 h /
W((r+h/2)+h/2) = y(x)+ 5y () + 2y () + 5y (x +7/2) +
2 3
OV h2) + Ty e f2)
h / /
= y()+ 5D ) +y (x4 1/2)]
h2
g ' (x)+y (x+h/2)] (4.43)
h3 n "
+ D)y e+ h/2)] 4

48
elde edilir. Denklem (3.40) ve denklem (3.43) y’nin (x+ /) noktasindaki iki ayr yaklagik
degeridir, bunlardan birincisine y; digerine y, demistik. G6z Oniine aldigimiz denklemden
goriilecegi gibi y' (x) = f(x,y) ve Y/ (x+h/2) = f(x+h/2,y(x+h/2)) olacaktir. y’nin x ve
(x4 h/2)’deki bu tiirevlerine sirasi ile 7 ve S, diyelim. x, = x+h/2 ve y, = y(x+h/2)

olmak tlizere

S1
S2

f(x,y)

f(xn,yn) (4.44)
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yazabiliriz. Boylece denklem (3.40) ve (3.43) sirasi ile

2 h3
yir = y(x) +hS; + ?y”(X) + gym(x) 4+ ...
h h?
2 = )+ (81 +82) ++5 b )+ (x4 /2)]
3
P 4+ )] 4.45)

olacaktir.

simdi y; ve y2’nin lineer birlesiminden, her ikisinden de daha iyi yaklagik bir ¢6ziim
bulmak i¢in x 4 A noktasindaki yaklasik ¢6ziimii y = 2y, — y; seklinde yazalim. Denklem
(3.45)’deki ilk koseli parantez i¢indeki ikinci terim de Taylor serisine acilip adi gegcen
lineer birlesim alinirsa

y = y(x) +hSy +O(h°) (4.46)

elde edilir. Burada O(k?) terimi, A’nin ii¢ ve daha yiiksek kuvvetleri ile orantili ihmal
edilen artik terimleri temsil etmektedir. Burada da goriildiigii gibi Euler-Richardson
metodu Euler metodundan bir mertebe daha hassastir. Dolayisi ile bu metotta toplam
hatanin se¢ilen adim uzunlugunun yaklasik karesi ile orantili olmasini bekliyoruz.

Bu metot xp’dan x,’e kadar biitiin bir bolge i¢cin degil, her Ax aralig1 i¢in ayr1 ayri
uygulanmaktadir. Her aralikta 4 adim uzunlugu kullanilarak yaklagik bir ¢oziim ve iki
tane i1/2 adim uzunlugu kullanilarak bagka yaklagik bir ¢6ziim bulunmaktadir. Buradaki
gibi daha diisiik mertebeli iki yaklasik metottan daha yiiksek mertebeli bir metot elde
etme yontemi genelde limite ekstrapolasyon yontemi olarak bilinir. Euler-Richardson
yonteminde herhangi bir x noktasindan x 4 4 noktasina integral alirken yapilan islemler

asagida verilmistir ve yontemin algoritmasini olusturur.

St = f(xy)
X, = X—l-i
h
Yh = y+§*Sl
82 = f(xn,yn) (4.47)
x = x+h
y = y+hxS82

Burada da goriildiigii gibi Euler metodunu bir mertebe daha hassas yapmak icin
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0dedigimiz bir bedel vardir. Diferansiyel denkleminin sag tarafi (¢Oziimiin egimi) simdi
iki ayr1 noktada iki defa hesaplanmaktadir.

Bu yeni durumu programlarimiza uygulamak icin integral alma yontemimizi yani EU-
LER alt programini degistirmemiz gerekir. Bunlarin disinda sadece bazi ufak degisikliler
yapmak yeterlidir. Yeni durumlarin uygulandigi program ADD4 adi altinda EK C’de

verilmisgtir.

Ornek 4.12 a) Alistirma 3.5’da coziilen diferansiyel denklemini orada verilen aymi
baslangic ve parametre degerleri ile fakat program ADD4#4’i kullanarak c¢oziiniiz.
¢oziimdeki hata gercekten /? ile orantili midir?

b) ADD4 programini bagka bir ad altinda, 6rnegin ADD41, degistirerek

dy 5
dt_x +y

diferansiyel denklemini y(0)=1 baslangi¢ sartin1 kullanarak ¢6ziiniiz. Bunun i¢in sadece
DEQ alt programini degistirmeniz yeterlidir. Buldugunuz sonuglart Alistirma 3.5.b ile

kargilastiriniz. Hangi yontem daha hassastir?

4.5 Runge-Kutta Metodu

Runge-Kutta metodunun gerisinde yatan temel fikir aslinda yukarida gordiigiimiiz
Euler-Richardson metodunda uygulanan fikir ile aynidir. Runge-Kutta metotlarinda difer-
ansiyel denkleminin tiirevi (f(x,y)) her aralik iginde belirli noktalarda hesaplanarak ¢ok
daha yiiksek hassasiyet saglamaya calisilir. simdi cok basit ikinci mertebe hassasiyete

sahip iki adimli Runge-Kutta yontemini inceleyelim.

4.5.1 Iki-Adimh Ruge-Kutta Metodu

dy
o= 1y) (4.48)

diferansiyel denklemi verilmis olsun. Denklem (3.28)’de verilen tanimlar1 kullanarak

Xp+1 = X, + h noktasindaki yaklasik ¢oziimii ky ve kp gibi iki fonksiyonun lineer bir
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birlesimi olarak

Yn+1 = Yn +aky + bky (4.49)

seklinde yazalim. Burada k; ve k>

ki = hf(xmyn) (4.50)
ky = hf(xn+ahaYn+Bkl)

olarak araligin baglangictaki ve aralik icinde en yiiksek hassasiyeti saglayacak bir nok-
tadaki egim olarak tanimlanmustir. a, b, o ve B heniiz bilinmeyen sabitlerdir. Bu sabitler
y(x+ h)’in Taylor agilim ile (3.49)’daki terimler miimkiin olan en yiiksek mertebeden
uyusacak sekilde secileceklerdir.

y(x+ h) Taylor serisine agilirsa
/ hz 7 h3 "
Y(Xnt1) = y(xn) +hy' (x0) + Ey (xn) + gy (Xn) +- .. (4.51)
elde edilir. Dikkat edilirse y’nin tiirevleri f(x,y) ve onun x ve y’e gore kismi tiirevleri
cinsinden yazilabilir. Bunu yukaridaki denkleme uygularsak, f, ve f, sirastile f(x,y)’in

x ve y’ye gore kismi tiirevleri olmak iizere

y = flxy)
d

Y = fg;y)foJrfyy’:meﬁy (4.52)
d2

' o= % = fat 2l + Il + el + 1T

elde edilir. Yukaridaki denklemi c¢ikarma islemi 6dev olarak okuyucuya birakilmistir.

Boylece Taylor agilimi f(x,y) ve onun kismi tiirevleri cinsinden
]’12
y(xn—H) = Y(xn) + hf(xmyn) + ?[fx +ffy]n
h3
et 2f oy fonf* + Sy + 15 (4.53)
+O(h*)

olur. Burada alt indis n biitiin degerlerin (x,,y,) noktasinda hesaplanmas1 gerektigini
gosterir.

1ki degiskenli fonksiyonlar i¢in Taylor agilimim kullanarak k;

ko o2h?
E = f(xn + oA, y, + Bkl) = f(xna)’n) +ohf+ Bklfy + fox +
2k2
ohBky fry + Tl fyy +O(R) (4.54)
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seklinde yazilabilir. Burada da biitiin tiirevlerin (x,,y,) noktasinda hesaplanmasi gerekir.
ki = hf(x,,y,) oldugu gergegini kullanarak k; icin elde edilen deger denklem
(3.49)’da yerine yazilir ve A’nin ayn1 kuvvetli katsayilar1 yeniden diizenlenirse

Yn+1 = yn+<a+b)hf+bh2[afx+ﬁffy]
2

2
+bh’ [%fxx + OB f foy + Efzfyy] +0(n*) (4.55)

elde edilir Bunun denklem (3.53) ile karsilagtirilarak 2 ve h”’nin katsayilarimin

esitlenmesi ile

a+b = (4.56)

ba=bp =

N —

elde edilir. Burada ii¢ tane denklem fakat dort tane bilinmeyen vardir. Dolayist ile
parametrelerin se¢iminde bir derece serbestlik olanagimiz olacaktir. Bir ¢cok olasi ¢6ziim
arasindan agsagida verilenleri géz Oniine alalim.

a) a = 0 secilirse, bu durumdab=1ve a=p = % olur. Parametrelerin bu degerleri
icin Runge-Kutta denklemleri daha once elde ettigimiz Euler-Richardson denklemleri
(3.47) ile tamamen ayni olur.

b) Bagka olas1 bir ¢6ziim kiimesi a = b = % ve . = 3 = 1 olacaktir.

ki adimli Runge-Kutta yontemini uygulamak icin ADD4 programi degistirilmis
ve yeni program ADDS5 olarak adlandirilmistir.  Bu programin bir kopyesi EK C’de
verilmigtir. Her adim icin burada iki defa egim hesaplanmasi gerekmektedir. ERICS

alt programi RK2 ile degistirilmigtir.

Ornek 4.13 a) ADD5 programim kullanarak Alistirma 3.5°de verilen diferansiyel den-
klemini ¢oziiniiz ve sonuglart ADD4 programinin sonuglart ile kargilastiriniz.

b) ADD5 programinda a, b, o and 3 parametreleri igin tutarli farkli degerler kulla-
narak (a)’y1 yeniden ¢6ziiniiz. ¢6ziimde ve hassasiyet mertebesinde onemli bir degisiklik

meydana geliyormu?
4.5.2 Dort Adimh Runge-Kutta Metodu

ki adimli Runge-Kutta (RK) metodunun cikarilisinda izlenen yol kullanilarak dort

adimli daha hassas yontemde elde edilebilir. Dort adimli Runge-Kutta metodunda
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(3.16)°’da verilen diferansiyel denkleminin ¢oziimiiniin x,+; = x, + & noktasindaki
yaklagik degerini
1
Ynel =Ynt ¢ (ki +2kp +2k3 + ka) (4.57)

seklinde yaziyoruz. Burada k;’ler

kl = hf<xn7yn)
ko =BGt oyt ok)
2 = Xn 2>yn ) 1
h 1
ky = hf(xn+§7yn+§k2) (4.58)

ky = hf<xn+hayn+k3>

olarak tanimlanmustir. Yukarida verilen yontemde her adimda yapilan yerel hata O(h°)
mertebesindedir. Diger yontemlere gore hata ¢cok daha kiigiik fakat bunun icin ddenen
bedel her adimda f(x,y) fonksiyonunun dort defa hesaplanmasidir. Dikkat edilirse her
mertebeden Runge-Kutta metodu ¢ikartmak her zaman olasidir fakat hesaplamalar ¢cok

karmasik ve uzun olabilir.

Ornek 4.14 ADD5 programim bagka bir ad altinda, ornegin ADD51, degistirerek
yukarida verilen dort adimli Runge-Kutta algoritmasin1 programlayiniz. Alistirma 3.5°de
verilen problemi yazdigimiz bu programi kullanarak ¢6ziinliz. Sonuglarinizi daha once

elde ettiginiz biitlin sonuglar ile karsilastiriniz. En hassas olan yontem hangisidir?

simdiye kadar kullandigimiz biitiin programlar ve alt programlar sadece bir difer-
ansiyel denkleminin ¢6ziimii icin yazilmistir. N tane denklemden olusan bir diferan-
siyel denklem sistemini ¢ozmek icin degiskenlerin vektorler seklinde yazilmasi gerekir.
Yani gerekli degiskenler boyutlandirilmalidir. Boyutlandirmalarin nasil yapilabilecegini
gostermek iizere Ornek (3.3)’de elde edilen (3.15)’deki denklem sisteminin ¢oziilmesi i¢in
ADD4 program1 ADD6 adi altinda yeniden diizenlenmis ve EK C’de verilmistir.

Yeni programdaki bazi degisiklikleri not edelim. Toplam dort tane birinci mertebe
diferansiyel denklem oldugu icin '’PARAMETER’ komutunda N=4 olarak verilmis ve
bu deger daha sonra boyutlu degiskenlerin boyutlarinin tanimlanmasinda kullanilmagtir.
Baglangi¢ degerleri YO adli vektorde tutulmus, parcacigin x ve y yoniindeki koordinat-
larma sirast ile Y(1) ve Y(2), x ve y yoniindeki hizlarina ise sirasi ile Y(3) ve Y(4)

adr verilmigtir. S1, S2 ve S3 vektorleri fonksiyon degerlerini hesaplayip tutmak ve ara
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Tablo 4.2 ADDG6 programinin 6rnek bir ¢iktisi
G=1.0, CT=2000.

T X Y Vx Vy DX
0.000E+00 1.000E+00 0.000E+00 0.000E+00  5.000E-01 2.714E-03
2.714E-01  9.629E-01  1.340E-01 -2.757E-01 4.809E-01 2.714E-03
5.428E-01 8.478E-01 2.568E-01 -5.798E-01 4.141E-01 2.714E-03
8.142E-01 6.415E-01 3.507E-01 -9.595E-01  2.548E-01 2.714E-03
1.086E+00 3.102E-01  3.698E-01 -1.532E+00 -2.147E-01 2.714E-03
1.357E+00 -1.430E-01 1.279E-04 -4.287E-03 -3.498E+00 2.714E-03
1.628E+00 3.090E-01 -3.709E-01 1.531E+00 -2.199E-01 2.714E-03
1.900E+00 6.404E-01 -3.530E-01 9.604E-01  2.514E-01 2.714E-03
2.171E+00 8.471E-01 -2.598E-01 5.815E-01  4.119E-01 2.714E-03
2.443E+00 9.627E-01 -1.375E-01 2.777E-01  4.797E-01  2.714E-03
2.714E+00 1.000E+00 -3.679E-03 2.312E-03  4.998E-01 2.714E-03

islemleri yapmak i¢in kullanilmaktadir. Programda tanimlanan CT degiskeni DEQ alt
programinin kag¢ defa cagrildigini yani kac defa fonksiyon deger hesaplamasi yapildigini
kaydetmektedir. Programi yakindan inceleyerek diger degisiklileri sizin bulmaniz ve an-

lamaya caligsmaniz yararh olacaktir.

Ornek 4.15 ADD6 programini program icinde verilen xg = 1, yo =0, Vy = 0 ve Vy=0.5
baslangic sartlarin1 kullanarak derleyip calistiriniz. Bu baglangi¢ sartlar1 YO’lar cinsinden
YO(1)=1, YO(2)=0, YO(3)=0 ve YO(4)=0.5 olacaktur.

ADD6 programinda verilen toplam integrasyon siiresi LxP = 2.714080941 bu
parcacigin elips olan yoriingesini tamamlamasi icin gereken siireye, yoriinge periyoduna
esittir. Bu nedenle bir periyot sonunda parcacik basladig1 yere donmeli ve buraya ulastigi
andaki hizlan ile baglangictaki hizlar1 esit olmalidir. Ayrica pargacigin toplam enerjiside
korunmalidir (neden?). Baz1 problemlerdeki bunlara benzer zamanla degismeyen hareket
sabitleri, kullanilan sayisal yontemi test etmek i¢in kullanilabilecek ¢ok 6nemli parame-
trelerdir. GOz Oniine aldigimiz drnekte yoriingenin kapali elips olmasi nedeni ile pargacik
basladig1 yere donmelidir. Ayrica baglangic noktasina dondgii andaki hizlari ilk hizlarina
esit olmalidir. Bu programin bir ¢iktis1 Tablo 3.2°de verilmistir. Bu tabloyu inceleyerek

yukarida anlatilan 6zelliklerin saglanip saglanmadigini kontrol ediniz.

Ornek 4.16 Alistirma 3.14’de yazdiginiz dort adimli Runge-Kutta metodunu uygulayan
ADDS1 adli programi ADDS2 adi altinda denklem (3.15)’de verilen kiitle ¢cekim prob-
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lemini ¢6zmek i¢in yeniden diizenleyiniz. ADD6 ve ADDS52 programlarinin sonuglarini
kargilastirmiz. Hangisi daha hassas ve hangisi DEQ alt programin1 en az sayida

cagirmaktadir?

4.6 Adim Uzunlugu Kontrol Edilebilen Metotlar

Kiitle ¢cekim probleminin Tablo 3.2°de gosterilen ¢oziimii dikkatlice incelendiginde
eliptik yoriingede dolagan parcacigin T=1.357 oldugu zamanda (periyodun yarisinda)
merkeze en yakin ve hizinin en yliksek oldugu goriilecektir. Sayisal ¢coziimde bu bolgede
yapilan hatayr azaltmak ve yoriingeyi tam takip edebilmek i¢in Ax adim uzunlugunun
bu bolgede gercekten kiiciik olmasi gerekir. Adim uzunlugunun yeniden ayarlanmasi
icin program durdurulup yeni bir adim uzunlugu verilerek yeniden baglatilabilir. Fakat
yeni adimin ne zaman ve hangi biiyiikliikte secilmesi gerektigi acik degildir. Bunun tam
olarak bilinmesi i¢in ¢oziimiin biliniyor olmas1 gerekir ki buda miimkiin degildir. Bu
nedenle adim uzunlugunu ¢oziimiin akisi icerisinde dinamik olarak belirlemenin uygun
bir yolunu bulmamiz gerekir. Her aralikta yapilan hesaplama hatas1 herhangi bir yolla
tahmin edilebilirse, buna dayanarak adim uzunluguda dinamik olarak secilebilir. Bunu
yapmanin bir yolu Euler-Richardson metodunda gordiigiimiiz gibi herhangi bir x,, nok-
tasindan x,41 = x, + & noktasina integrasyonu iki ayr sekilde gerceklestirerek x,, 1 nok-
tasindaki y(x) icin iki ayn yaklagik deger bulmaktir. Bu yaklasik degerlerden biri Ax
adim uzunlugu, digeri ise iki tane Ax/2 adim uzunlugu kullanilarak bulunabilir. Bu iki
yaklagik degerin karsilastirilmasi adim basina yapilan yerel hatanin mertebesi hakkinda
bir fikir verir. Yerel olarak yapilan bu hata kullanici tarafindan belirlenen bir hata tolerans
parametresi ile karsilagtirilarak adim uzunlugu dinamik olarak ¢oziimiin akis1 icerisinde
belirlenebilir. Boylece sabit bir adim uzunlugu kullanmak yerine ¢oziimiin 6zelliklerine
uygun ve onunla uyumlu olarak degisen adim uzunlugu kullanilmis olur. Bunun sagladigi
bir ¢cok fayda vardir.

Burada anlatilan yontem daha once kullandigimiz Euler-Richardson yontemine ko-
layca uygulanabilir. Yukarida anlatildig1 gibi her aralik i¢in iki yaklagik ¢oziim bulunup
bunlarin farkindan yapilan hata tahmini HT elde edilir. Bu hata kullanici tarafindan
saglanan hata tolerans1t HTOL ile kargilastirilir ve adim uzunlugu hakkinda bir karar ver-

ilir. ii¢ olas1 durum mevcuttur:
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1) Eger HT, HTOL den biiyiik ise gerekli tolerans saglanana kadar adim uzunlugu
yarilanir,

ii) Eger HT yeterince kiiciik ise bu araliktaki integrasyon etkin olan adim uzunlugu
kullanilarak bitirilir,

ii1) Eger HT, HTOL den ¢ok cok kiiciik ise bu durumda adim uzunlugu arttirilir.

Boylece alinan integralin degisimine gore dinamik olarak uyarlanan bir adim
uzunlugu olan bir program algoritmasi elde edilmis oldu. Ayrica birden fazla diferan-
siyel denkleminin ¢6ziildiigli durumlarda her degisken i¢in agirlikli bir hata pay1 AH
tanimlayarak her degisken farkli bir hata toleransi ile hesaplanabilir.

EK C’de verilen ADD7 programi ADDG6 programinin adim kontrolii uygulanmig ha-
lidir. Yani adim uzunlugu kontrollii bir Euler-Richardson yontemidir. Ayrica her degisken
icin, Ornegin j. degisken i¢in agirlikli bir hata payr AH(J) tanimlanip, o degisken i¢in hata
tolerans1t HTOL iin AH(J) ile ¢carpilmasindan elde edilmektedir. Boylece her degisken

icin ayr1 bir goreli hata toleransi tanimlamak miimkiindiir.

Ornek 4.17 ADD?7 progranmum ¢alistirarak kiitle cekim problemini yeniden ¢éziiniiz. Bu

programin bir ¢iktis1 Tablo 3.3’de gosterilmistir.

Tablo 3.3’de verilen program ciktis1 incelendiginde DEQ alt programinin sadece 466
kez ¢agrildig1 goriilecektir. Adim kontroliiniin olmadigi ADD6 programi i¢in bu deger
2000 idi. Demek ki fonksiyon hesaplama sayis1 yaklasik dort kez daha az. Buna karsilik
elde edilen sonuglar daha hassas. Adim uzunlugunun siirekli degismesine, Ax’in ¢ = 1.357

civarinda en kiictik degerini almis olmasina 6zellikle dikkat ediniz.

4.6.1 Adim Uzunlugu Kontrollii RK-Verner Metodu

Birinci mertebe diferansiyel denklemleri sayisal olarak ¢6zmek i¢in adim kontrollii
ileri diizeyde bir cok yontem gelistirilmistir. Runge-Kutta yontemlerine de adim kontrolii
saglayan yeni metotlar eklenmistir. Bunlardan ¢ok uygun olan bir yontem Runge-Kutta-
Verner metodudur. Diger benzer metotlar RK-Merson ve RK-Fehlberg metotlaridir. RK-
Verner algoritmasinin detaylar1 burada verilmeyecektir. Sadece bu algoritmaya dayali

olarak yazilan ve adim kontrolii saglayan bir alt program verilmistir. Euler-Richardson
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Tablo 4.3 ADD7 programinin 6rnek bir ¢iktisi
HTOL=  1.000E-03 MS= 1.000E+03
AH= 1.000E+00  1.000E+00  1.000E+00  1.000E+00
G= 1.0 CT= 466.

T X Y Vx Vy DX
0.000E+00 1.000E+00 0.000E+00 0.000E+00  5.000E-01  1.000E-02
2.714E-01  9.629E-01  1.340E-01 -2.755E-01 4.809E-01 5.647E-02
5.428E-01 8.480E-01 2.570E-01 -5.793E-01 4.142E-01 4.817E-02
8.142E-01  6.420E-01 3.511E-01 -9.583E-01  2.553E-01 3.328E-02
1.086E+00 3.112E-01  3.705E-01 -1.529E+00 -2.122E-01 1.100E-02
1.357E+00 -1.434E-01 4.918E-03 -6.990E-02 -3.491E+00 1.249E-03
1.628E+00 3.063E-01 -3.705E-01 1.536E+00 -2.242E-01 1.051E-02
1.900E+00 6.387E-01 -3.531E-01 9.634E-01  2.510E-01  2.299E-02
2.171E+00 8.460E-01 -2.598E-01 5.836E-01  4.121E-01  4.307E-02
2.443E+00 9.620E-01 -1.373E-01 2.795E-01  4.801E-01  5.307E-02
2.714E+00 1.000E+00 -3.321E-03 4.024E-03  5.001E-01  4.526E-02

metodunda aralik basina iki tiirev degeri hesaplanmakta, birinci mertebe bir hata tah-
mini yapilmakta ve ikinci mertebeden hatali bir ¢oziim iiretilmektedir. Benzer sekilde
RK-Verner metodunda aralik basina sekiz tiirev degeri hesaplanmakta, besinci mertebe
bir hata tahmini yapilmakta ve altinci mertebeden hatali bir ¢oziim tiretilmektedir. Bu
yontemde 1076 — 107! mertebesinde hata toleranslar1 kullanmak hi¢ sorun yaratmaya-
caktir. Adim uzunlugu kontrollii Euler-Richardson metodunun uygulandigi ADD7 pro-
grami RKV metodu uygulanacak sekilde yeniden diizenlenmis ve ortaya ¢ikan yeni pro-

gram ADDS ad1 ile EK C’de verilmistir.

Ornek 4.18 ADDS programim ¢alistirarak kiitle cekim problemini yeniden ¢oziiniiz. Bu
programin bir c¢iktist Tablo 3.4’de gosterilmistir. Bu sonuclar1 Tablo 3.3’de gosterilen
program ADD7’nin sonuglar ile karsilagtiriniz. Hangisi daha hassas? Hangi programda

fonksiyon hesaplamasi en az?

Tablo 3.4’de goriildiigii gibi simdi kullanilan hata toleransina uygun olarak yapilan
hatalar 10~® mertebesindedir. Adim uzunlugu parcacigin merkeze en yakin ve en hizl
oldugu anda en kii¢iik degeri almistir. Bu programla elde edilen yoriingenin grafidi sekil
3.2’de gosterilmistir. Toplam integral siiresi 10 periyota esittir. ¢izimde (x,y) noktalarinin
arasindaki uzakligin kiiciik olmasini saglamak iizere P kiiciik se¢ilerek daha ¢ok veri nok-

tas1 elde edilmistir. Hatanin en az oldugu bir hesaplamada yoriingenin siirekli elips olarak
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Tablo 4.4 ADDS programinin 6rnek bir ¢iktisi

HTOL=  1.000E-06 MS= 1.000E+03
AH= 1.000E+00 1.000E+00 1.000E+00  1.000E+00
G=1.0 CT= 424.

T X Y Vx Vy DX
0.000E+00 1.000E+00 0.000E+00 0.000E+00  5.000E-01  1.000E-02
2.714E-01 9.629E-01  1.340E-01 -2.757E-01 4.809E-01 1.420E-01
5.428E-01 8.478E-01 2.568E-01 -5.798E-01 4.141E-01 2.414E-01
8.142E-01 6.415E-01 3.507E-01 -9.595E-01 2.548E-01 2.172E-01
1.086E+00 3.101E-01 3.698E-01 -1.532E+00 -2.147E-01 1.271E-01
1.357E+00 -1.429E-01 -3.578E-07 -1.991E-06 -3.500E+00 1.040E-02
1.628E+00 3.101E-01 -3.698E-01 1.532E+00 -2.147E-01 6.875E-02
1.900E+00 6.415E-01 -3.508E-01 9.595E-01  2.548E-01 1.162E-01
2.171E+00 8.478E-01 -2.568E-01 5.798E-01  4.141E-01 1.964E-01
2.443E+00 9.629E-01 -1.340E-01 2.757E-01  4.809E-01 1.767E-01
2.714E+00 1.000E+00 -1.360E-05 9.157E-06  5.000E-01 2.297E-01

0.4 ;
> 0.0 .

Sekil 4.2 (3.15)’de verilen kiitle cekim probleminde parcacigin 10 periyot boyunca takip ettigi

1.20

yoriinge. Parcacigin yoriingesinin sabit kalmasi ¢dziimiin iyi olduguna isaret eder.

kalmasi gerekir.

Bu boliimde gordiigiimiiz en hassas program RKV metoduna dayali ADDS8 pro-
gramidir. Bundan sonra ¢ozdiigiiniiz baslangic sartli problemlerin hepsinde sadece RKV
alt programini kullanmaniz hem daha hizli hem de daha hassas sonuglar elde etme

acisindan daha uygun olacaktir.

Ornek 4.19 Denklem (3.7)’de verilen basit harmonik salinici denklemini 7y = 0’da,
x(0) = 0 ve %(0) = 1 basglangi¢ sartlarin1 kullanarak ¢ozmek icin ADD8 programinda
gerekli degisiklikleri yapimiz. Yeni programi ADDS81 olarak adlandiriniz. Analitik
¢oziimiide bularak sayisal ¢oziimii test etmek igin kullanimiz. HTOL=1 x 10~° se¢iniz.
m = w = 1 oldugunu kabul ediniz.

a) ADD81 programinda L=600, P=0.1 secerek elde ettiginiz x ve X degerlerini za-
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manin (¢) bir fonksiyonu olarak ciziniz. sekil 3.3’de gosterilen grafigi elde etmeniz
gerekir.

b) Analitik ¢ozlim ile sayisal ¢oziim arasindaki farki (yapilan hatay1) zamaninin ()
bir fonksiyonu olarak ¢iziniz. sekil 3.4°de gosterilen sonuglar1 bulmaniz gerekir. Hatanin
cok kiiciik de olsa salinim yapiyor ve gittik¢e artiyor olmasina dikkat ediniz.

¢) Basit harmonik salinicinin enerjisi

1 1
E = mez + Emwzx2

ile verilir. m = w = 1 oldugu varsayilirsa yukaridaki enerji denklemi yaricap1 v/2E olan
bir daire denklemi olacaktir. x’1 x’e karsilik ¢izerek daire elde edildigini gosteriniz (Bu
ayni zamanda faz uzayi olarak da bilinir). Bu grafigi en az 10 periyot i¢in ¢izerek sonucun
daireden ne kadar uzaklastigin1 gormeye calisiniz. sekil 3.5’de gosterilen sonuca benzer

bir grafik elde etmeniz gerekir.

4.7 Stif Problemler

¢Oziimiinlin bagimsiz degiskene bagimlilig: cok farkli dlceklerde eksponansiyel ter-
imler iceren diferansiyel denklemlerine stif denklemler denir. Bir diferansiyel den-
kleminin ¢oziimiiniin e ile e % terimlerinin lineer bir kombinasyonu ile verildigini
varsayalim. Bu iki terimin bagimsiz degiskene bagimliliklar1 ¢cok farkli 6l¢eklerdedir. Bu
coziimlerden biri cok hizli sekilde azalirken digeri uzun bir deger aralig i¢in (digeri ile
kargilastirildiginda) sonlu kalacaktir. cok farkli bosalma zamanlar1 olan kapasitorler bu
yapiya uygun orneklerdir. Daha ayrintili bir inceleme i¢in asagidaki diferansiyel den-
klemini g6z Oniine alalim.
d_zy —100y =0 (4.59)
dx?
Bu denklemin genel ¢oziimii, c; ve ¢y keyfi sabitlar olmak lizere, y = cre 10 4 oy elOx
ile verilir. y(0) =1 ve y'(0) = —10 baglangi¢ sartlar1 kullanilirsa ¢; = 1,¢, = 0 oldugu
gosterilebilir. Bu durumda analitik ¢oziim y(x) = e~'% olacaktir. Bu problemi sayisal
olarak ¢ozmeye calistigimizda, hizla artan e!%* terimine ait en ufak bir bilesenin sayisal

¢Ozlime bulagmasi halinde bu bilesen hizla biiyiiyecek ve kisa siirede biitiin ¢oziimii etkisi

altina alacaktir. Bu durumda problemin aslinda ¢6ziimii olan e *’den hizla uzaklasilacak
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1.00-,

0.00—

(), v(t)

0.00 4.00 8.00 12.00 16.00 20.00
t (zaman)

Sekil 4.3 (3.7)’de verilen basit harmonik salinici probleminin sayisal ¢oziimiinden bulunan
parcacigin yerdeg8isim ve hizinin (kareler) zamanin bir fonksiyonu olarak degisimi.

-4E-7 ; | . | .

0.0 20.0 40.0 60.0
t (zaman)

Sekil 4.4 sekil 3.3’de gosterilen harmonik salinicinin x koordinatinda yapilan hatanin zamanla
degisimi.
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1.00— —

-1.00 —
| ' | ' |
-1.00 0.00 1.00
x(t)

Sekil 4.5 Sekil 3.3’de gosterilen harmonik salinicinin v(¢)-x(¢) grafigi.

ve c¢Oziim 1raksiyacaktir. Bu tip problemlerin ¢oziimiinda Runge-Kutta metotlarinin
hemen hepsinin ¢ok kotii sonuglar verdigi bilinmektedir. Bu nedenle stif problemler RK
yontemleri ile hi¢ bir zaman ¢oziilmemelidir. Bunun yerine ¢ok adimli yontemler temkinli

sekilde kullanilabilir.

Ornek 4.20 ADDS programini (3.59)’da verilen diferansiyel denklemini ¢6zecek sekilde
ADDS?2 adi altinda yeniden diizenleyiniz. Sayisal ve analitik ¢6zlimiin grafiklerini beraber
cizerek sayisal ¢oziimiin hizla gergek coziimden uzaklastigini gozleyiniz. Farkli L ve
P degerleri kullanarak sayisal ¢oziimii ger¢ek ¢oziimden fazla uzaklasmadan ne kadar

stirdiirebildiginize bakiniz.

4.8 Sayisal Coziimler Icin Bazi Oneriler

Diferansiyel denklemlerini sayisal olarak ¢6zmeye baslamadan once ve ¢oziim elde
edildikten sonra asagida belirtilen konularin miimkiin oldugu yerlerde gz 6niine alinmasi
gerekir. Boylece hem denklem cozme isi kolaylasacak hemde elde edilen ¢dziimlerin
gercekten aranan ¢oziim olup olmadig1 konusunda karar vermek daha kolay olacaktir.

a) Sadece belirli parametre degerlerinde veya bazi limitlerde gecerli bile olsa
diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimleri her zaman faydalidir. Analitik ¢oziimler

cesitli sartlar altinda bulunabiliyorsa mutlaka elde edilmeli ve sayisal ¢coziimiin kontrol

64



4. ADI DIFERANSIYEL DENKLEMLERININ SAYISAL COZUMU  Tez YAZARI

edilmesinde kullanilmalidir.

b) Diferansiyel denkleminde bulunan sabitler miimkiin oldugunca sadelestirilerek en
az saytya indirilmelidir. Bu zaman kazandiracak, bir ¢ok parametre kullanmaktan dogan
karmasiklig1 6nleyecek ve sonuglarin yorumlanmasini kolaylastiracaktir.

¢) Miimkiin olan durumlarda degiskenler yeniden olgeklenerek boyutsuz hale getir-
ilmelidir.

d) coziimde kullanilacak birimlere ¢6ziimden Once karar verilmelidir. Uygun olmayan
birimlerin kullanilmast durumunda yazilan program hi¢ ¢alismayabilir. Ornegin galak-
silerin dinamigini veya kuantum mekanigi problemlerini ¢alismak iizere SI birimlerini
kullanmak felaketle sonuglanabilir. Galaksi problemlerinde R> gibi terimler kolayca or-
taya cikabilir ve bu say1 kullanilan makinede temsil edilebilecek en biiyiik sayidan daha
biiyiik olabilir. Benzer sekilde kuantum mekanigi problemlerinde /* gibi terimler ortaya
cikabilir ve bu say1 makinede temsil edilebilecek en kiiciik sayidan daha kiiciik olabilir.
Bu durumda makine bu sayiy1 sifir olarak alacak ve elde edilen sonuglar anlamsiz ola-
caktir.

GOz Oniine alinan problemin ¢ogunlukla kendi dogal birimleri vardir ve bu birim-
lerde ¢alismak daha akillicadir. Dogal birimler kullanildiginda degiskenler ¢ok biiyiik
veya cok kii¢iik olmaktansa ¢cogunlukla 1 mertebesindedir. Bir problemin dogal birimleri
cogunlukla ne SI nede cgs’dir.

e) Elde edilen sayisal ¢oziimler mutlaka cesitli yontemlerle test edilmelidir. Kontrol
icin kullanilanlar cogunlukla c¢oziilen problemin matematiksel olmaktan ziyade fiziksel
olarak saglamas1 gereken sartlardir. 6rnegin problemde korunmasi gereken degerler varsa
(enerji, momentum vb.) bunlarin korunup korunmadig: kontrol edilmelidir. Problemin
analitik ¢oziimii ¢esitli limitlerde biliniyorsa, sayisal ¢6ziim ile analitik ¢6ziim bu lim-
itlerde karsilagtirilmalidir.

Yukaridaki onerilerin bir kismin1 uygulayabilecegimiz bir 6rnek géz Oniine alalim.
Elektrik ve manyetik alanlar altinda hareket eden yiiklii bir parcacigin yoriingesini ADDS8

programini uygun sekilde degistirerek bulmaya ¢aligsalim.
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Sekil 4.6 Sirasiile V, ve V;, potansiyellerinde tutulan a ve b yarigapli ayn1 merkezli iki silindirik
elektrotun iistten goriiniisii.

4.8.1 Ornek: Radyal Elektrik Alam1 Altinda Hareket Eden Yiiklii Bir Parcacik

sekil 3.6’da gosterildigi gibi yaricaplari a ve b (b > a) olan iki silindirik elektrot sirasi

ile V,, ve V}, potansiyellerinde tutulursa, bunlarin arasinda

K V.-V,
E=—, K—_4_"b (4.60)
r log(b/a)

ile verilen radyal bir elektrik alan1 olusacaktir. K sabiti V, ve V} nin goreli de8erlerine
gore pozitif veya negatif olabilir. Q yiiklii, m kiitleli bir parcacigin bu alan altindaki
hareket denklemi, a ivme olmak iizere, QE = ma olacaktir. Parcacigin yiikiiniin negatif
oldugu (Q = —q, g > 0) ve hareketin tamamen silindirik elektrotlara dik iki boyutlu bir
diizlem iizerinde oldugu varsayilarak hareket denklemi

d’r gK .t gK . r
== e (461
olarak yazilabilir.

a) Problemde gecen en biiyiik uzunluk dista bulunan silindirin yaricapr olacagindan

uzunluklart b’ye bolerek Olgeklendirelim.  Yeni boyutsuz uzunluklart ¥/ = r/b ile

gosterelim. Bu durumda (3.61) denklemi

d’r’ gk . 1/ r
= ) 62

olarak yeniden yazilabilir. Burada a0 = rz—fz’dlr.

b) o’nin biriminin zamanin karesinin tersi oldugunu gosteriniz.
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0.80 T T T T

-0.80 -0.40 0.00 0.40 0.80

Sekil 4.7 Sirasiile V, ve V,, potansiyellerinde tutulan a ve b yarigapli ayn1 merkezli iki silindirik
elektrotun arasinda hareket eden yiiklii bir parcacigin yoriingesi.

¢) (3.62)’deki zamani t' = /o seklinde yeniden 6lgeklendiriniz ve ortaya ¢ikan den-
klemin ,

% - (4.63)
oldugunu gosteriniz. Bu son denklemde karmagiklig1 onlemek icin degiskenlerin {iisleri
yazilmamsgtir ve goriildiigii gibi denklemde hig bir parametre kalmamistir. Dikkat edilirse
bu denklem daha 6nce 6rnek 3.3’de gordiigiimiiz kiitle cekim problemindeki denklemlere
cok benzemektedir.

d) (3.63) deki ikinci mertebe diferansiyel denklemini r = xi+ yj kullanarak iki boyutlu
(x,y) diizleminde dort tane birinci mertebe diferansiyel denkleme indirgeyiniz. (3.15)’de
elde edilen denklemlere benzer denklemler elde etmeniz gerekir.

e) Ortaya ¢ikan denklemleri ADDS8 programini uygun sekilde degistirerek x =0.5,y =
0, Ve = 0 and V;, = 0.5 baslangig sartlarimi kullanarak ¢ € [0,30] ¢6ziiniiz. Sonuglarimzi (¢,
x, y, Vy, Vy) bir dosyaya yazdiriniz ve y-x grafigini ¢izerek pargacigin izledigi yoriingeyi
goriiniiz. Ne elde ettiniz? Elde etmeniz gereken yoriinde sekil 3.7°de gosterilmistir.

f) (e)’yit € [0, 120] igin tekrar ediniz. Parcacigin yoriingesi bir dig ve bir de i¢ bir dair-
eye tegetler yapan elliptik yoriingeler olmalidir. Bu sekilden faydalanarak bu parcacigin

yoriingesinin kapali olup olmadigina karar vermeye calisiniz.

g) Degiskenlerin zamanla nasil degistiini gormek igin x-z, y-t, Vy-t, V)t grafiklerini
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ciziniz. Ayrica Vy-x ve V)-y grafiklerini ¢iziniz. Bu ¢izim aym zamanda faz uzay: olarak
bilinir. Faz uzayiin her noktasi ziyaret ediliyor mu?

(Not: (3.61)’deki diferansiyel denklemi silindirik koordinatlarda da yazilabilir.
Yoriinge problemlerinde kullanilan standart degisken deisimi z = 1/r kullamilarak
bu denklem, zamanin denklemlerde agik¢a goriilmedig8i ikinci mertebe bir denkleme
dondistiiriilebilir. Zaman yerine silindirik koordinatlardaki ac1 degiskeni probleme bir
parametre olarak girer. Uygun degisken degisimleri ile 6lgekleme yapilarak bu denklem
de boyutsuz hale getirilebilir. Yalmiz bu durumda ¢oziilmesi gereken dort tane birinci
mertebe diferansiyel denklem yerine sadece iki tane birinci mertebe diferansiyel denklem

olacaktir).

4.8.2 Proje: Elektrik ve Manyetik Alanlar1 Altinda Hareket Eden Klasik
Elektronlar

Bu boliimde ogrendiklerimizin pekistirilmesi i¢in asagidaki problemi ¢dzmeye
caliginiz.
B manyetik ve E elektrik alani altinda hareket eden kiitlesi m, yiikii g olan bir

parcacigin hareket denklemi
m— =q[VxB+E|]—yV (4.64)

ile verilir. Burada V parg¢acigin hiz1 olup YV terimi parcacigin i¢inde hareket ettigi ortam-
dan kaynaklanan bir ¢esit siirtlinme kuvvetini temsil etmektedir.

a) Eletrik alaninin sadece x-bilegeni (E=(E,0,0)) ve manyetik alanin sadece z-bileseni
(B=(0,0,B)) oldugunu, pargacigm baglangigta z-yoniinde hizi olmadigimi varsayarak

hareket denkleminin

d’x qB Y qE

i (Z)Vy_ (n—1)Vx+ (?)

d?y qB Y

proli —(;)Vx— (E)Vy (4.65)

olmasi gerektigini gosteriniz. Veya hizin bilegenlerini tiirevli halleri ile yazarsak

d’x gB  dy Y.dx qFE

a2~ Sa a6

d?y gB  dx Y.dy

A ek St A ' 4.66
dr? (m)dl (m)dt (4.66)
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elde ederiz.
b) Yukaridaki denklemler dikkatlice incelendiginde bu problemde ii¢ tane bagimsiz
sabit oldugu goriilecektir. Bunlar (%), (L) ve (%)’dir. (%) ve (1) sabitlerinin birim-
4B Y

1) siklotron frekansi ve b = ()

inin zamanin tersi oldugunu gosteriniz. Aslinda w, = ( P

soniim orani sabiti olarak bilinir. Bu nedenle bu problemde iki tane dogal zaman bir-
imi vardir. Zaman ya siklotron frekansinin tersi veya soniim orani sabitinin tersi cinsin-
den Olcgebiliriz. Bunlardan 6rnegin siklotron frekansimi kullanmaya karar verirsek zaman
" = wet seklinde yeniden 6lgeklendirilerek birimsiz hale getirilebilir. Bu durumda prob-
lemin zamant artik siklotron frekansinin tersi cinsinden ol¢iilmektedir.

¢) (3.66)°dat’ = w.t defisken degisimini yaparak

d’x dy_<b)dx
di’? dr we’ dt’
d?y dx b _dy
i _W_(W_C)W (4.67)

denklemlerini elde ediniz. Burada o0 = (nf—vlf%)’dir.
d) o’nin biriminin uzunluk oldugunu gosteriniz. Bdylece problemde gecen uzunluk-
lar1 &’y1 kullanarak birimsiz hale getiriniz. X' = x/o ve y = y/a degisken degisimleri

yapilirsa ortaya ¢ikan denklemler

d2 / / /
xo_ 4y (ﬁ)d_x 11
dr'? dt' “w.dt
d*y dx b dy
i _W_(W_C)W (4.68)

olacaktir. Son denklem serisindeki iisleri diisiirerek
d*x dy ( b )dx
dt? dt  “w. dt
d*y dx b .dy

2 = “a Su

(4.69)
denklemleri elde edilir. Son denklemlerde problemin dogal zamanlarinin orani olan
sadece bir parametre olmasina dikkat ediniz. Bu denklemlerdeki degiskenler birimsiz
olup, uzunluklar o, zaman ise siklotron frekansinin tersi cinsinden ol¢iilmektedir.

e) (3.69)’daki denklemleri dort tane birinci mertebe diferansiyel denklemine

doniistiiriiniiz ve (b/w.) nin ve baglangi¢ sartlariin cesitli degerleri i¢in bu denklemleri

ADDS8 programini uygun bir sekilde degistirerek ¢oziinliz. 6rnegin x =0,y =0, Vy =1,
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Vy, = 1 baglangi¢ sartlarizt ve b/w, = 0.01 parametre degerini kullanarak ¢ € [0, 160]
aralif1 i¢in ¢oziim yapmmz. ¢, x, y, Vi ve V), degerlerini bir dosyaya yazdirarak x-z, y-,
y-x, Vit ve Vy-t grafiklerini ¢iziniz. Elektrik alam yoniinde diizgiin dogrusal hareket ol-
mamasina dikkat ediniz. Hareket negatif y yoniine dogrudur. Aslinda bu E x B vektorel
carpiminin yonii ile aymidir ve bu sebepten E x B siiriiklenmesi olarak bilinir. Faz

uzayinin (V-x ve V,-y) grafiklerini de ¢iziniz.

4.9 Verlet Algoritmasi ve Molekiiler Dinamik

Bir pargacida etkiyen net kuvvet F ve parcacigin konumu r(t) ise bilindigi gibi New-

ton’un ikinci hareket yasasina gore
d’r
dr?

yazilabilir. Burada kuvvet en genel haliyle zamanin, hizin, koordinatlarin veya bunlardan

(4.70)

birkaginin veya hepsinin birden fonksiyonu olabilir. Eger parcacik korunumlu bir kuvvet
altinda hareket ediyorsa bu durumda kuvvet koordinatlarin bir fonksiyonudur ve uygun

bir skaler potansiyel fonksiyonunun gradiyenti seklinde yazilabilir:

F=-VU(r) (4.71)
4.9.1 Hizdan Bagimsiz Verlet Algoritmasi

Verlet tarafindan gelistirilen algoritma, par¢acigin konumunun zamana gore asagidaki

gibi iki farkli sekilde Taylor serisine agilmasi ile elde edilir:

dr 1 ,d’r 1 ;d’r

t+A) =r1(t) + At — + = (A1) > — + = (A1) — + O(Ar)* 4.72
dr 1 d’r 1 d’r
t—Ar) =r1(t) — At— + = (A1)>=— — = (A1)’ = + O(Ar)* 4.73
Yukaridaki iki denklem taraf tarafa toplanirsa
r(f 4 Ar) = 2r(t) —r(t — At) + (Ar)*a(t) + O(Ar)* (4.74)

elde edilir. Burada a ivme olup, m parcacigin kiitlesi olmak iizere potansiyel fonksiy-
onundan

a(t) = F() = —%VU(r(t)) 475)
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elde edilir. Goriildiigii gibi Verlet algoritmasi iiclincli mertebeden hassas yaklasik bir
yontemdir. ¢+ At anindaki konumun bilinmesi icin # — Af ve ¢ anindaki konumlarin
yanmisira ¢ anindaki parcacigin ivmesininde bilinmesi gerekir. ii¢ boyutlu bir problemde
bunlarin her bir degeri i¢in ii¢ bilesen oldugundan bir tek parcacgin bir sonraki zaman
adimindaki konumunun bilinmesi i¢in dokuz degerin biliniyor olmas1 gerekir. Burada
dikkat edilirse parcacigin hiz1 islemlere girmemektedir. Bu nedenle denklem (3.74)’de

verilen algoritma hizdan bagimsiz Verlet algoritmasi olarak bilinir.

4.9.2 Hiza Bagimh Verlet Algoritmasi

Bazi1 durumlarda parcacigin sadece konumu degil, hizininda bilinmesi gerekebilir.
ornegin kinetik enerji hesaplamalar1 i¢in hizlar gerekecektir. Daha az hassas olmakla
beraber 7 4+ At anindaki konum ve hiz, r anindaki degerlerinin Taylor serisi agilimlarindan

elde edilebilir. v(r) = dr/dt olmak lizere

r(t+At) =r(t) + Arv(t) + %(At)za(t) (4.76)
V(t+AL/2) = v(t) + %(At)a(t) @77)
a(t+Ar) = —%VU(r(t +Ar) (478)

V(A1) = V(A1 /2) + 5 ()i + A1) (4.79)

Yukaridaki denklemler sirasi ile kullanildiginda ¢ 4+ At anindaki konum ve hiz bulun-
abilir. # anindaki konum bilindiginden prensipte bu konuma karsilik gelen kuvvet (ivme)
bulunabilir. ¢ anindaki hizda bilindiginden, denklem (3.76) ¢ + At anindaki konum bulun-
abilir. (3.77) denklemi daha sonra kullanilmak tizere hizin bir ara degerini bulur. 4 At
anindaki konum bilindiginden, bu andaki konuma karsilik gelen kuvvet (ivme) de bulun-

abilir. Denklem (3.78) bunu ifade eder.
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OZGECMIS

1981 yilinda Adana’da dogdum. Ilk, orta ve lise egitimimi Adana’da tamamladiktan

sonra 1998 yilinda CU Matematik Boliimiinde lisans egitimime bagladim vs.
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1. EK-A

Tez YAZARI

1. EK-A

Bu boliimiin temel amaci Boliim x.x’de verilen denklemin ¢ikarilisim1 gostermektir.

1.1 Giris

1.2 Gelisme

1.3 Gelisme

1.4 Sonug

1.5 Sonug

oE

— =VxE

ot
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1. EK-A Tez YAZARI

1.6 Gelisme
s=Y =1 <1 (1.8)
- l—x"’
n=1
1.7 Sonucg
I(a) :/ e dx (1.9)
0
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2. EK-B Tez YAZARI

2. EK-B

Bu boliimiin temel amact FORTRAN komutlarint basit pratik uygulamalar kulla-
narak yeniden hatirlatmaktir. Ozellikle SUBROUTINE ve FUNCTION alt program-
larinin nasil kullanildigin1 gostermek iizere basit 6rnek programlar sunulmusgtur. Fortran
komutlarinin kisa bir 6zeti ve Fortran programa dili ile ilgili baz1 6nemli noktalar Ek-
A’da verilmistir. Ayrica bu boliimde hata, hassasiyet ve kararlilik kavramlari lizerinde
kisaca durulmustur. Uzun siiredir programlamadan uzak kalmig veya daha 6nce program-
lama dersi almig fakat ayrintili uygulama firsatt bulamamis olanlarin bu bolimii mut-
laka izlemeleri 6nerilmektedir. Ozellikle verilen 6rnek programlarin yazilip derlenmesi

baslangic icin ¢ok onemlidir.
2.1 Giris

Bilgisayarlar verilen sayilar1 yapilari geregi ancak sonlu hassasiyetle hafizalarinda
tutabilir ve bu nedenle ancak sonlu bir hassasiyetle iglem yapabilirler. Sayilarin tem-
sili bit (binary digit) ile veya bitlerin bir araya gelmesinden olusan byte (8’11 bitler) ile
yapilir. Temsil edilen sayilar tam say1 (integer, fixed-point) olabilecegi gibi gergel say1
(real, floating point) da olabilirler. Sayilarin temsilinde kullanilan say1 sistemi cogunlukla
ikili (binary) say1 sistemi olmakla beraber 16’11 veya 10’lu sistemlerde kullanilmaktadir.

Giinliik hayatta kullandigimiz onlu say1 sisteminde, 6rne8in 365 sayisi, aslinda ii¢ tane

100, alt1 tane 10 ve bes tane 1’in toplamindan olusur. Bu durumu
365=3-100+6-10+5-1=3-10>+6-10" +5-10° = (365)9 2.1)

seklinde gosterebiliriz. Onlu say1 sisteminde O, 1, ..., 9 rakamlar1 vardir. Biitiin sayilar
10’nun uygun katlarinin uygun katsayilar ile ¢arpilmasi ve bunlarin toplanmasi ile elde
edilir. 10 bu sistemin taban sayisidir. Aym sayiy1 ikili say1 sistemine gore temsil etmek
istersek ne yapmamiz gerekir? Ikili sistemde de biitiin sayilar, 2’nin uygun katlarinin 0
veya 1 ile carpimlarinin toplanmasi ile elde edilecektir. O halde 7 sayisini ikili sistemde
temsil etmek icin 7 sayisinin icinde 2’ nin degisik katlarindan kag tane oldugunu bulmamiz
gerekir. Bunu verilen say1yi siirekli 2’ye bolerek ve kalanlar takip ederek yapabiliriz. Bu
say1y1
=1-22 412V 4 1-2=(111),
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2. EK-B Tez YAZARI

seklinde temsil edebilecegimizi hemen gorebiliriz. Benze sekilde 9 sayisi
9=1-2240-22+0-2' +1-2° = (1001),

olarak temsil edilebilir. Ikili say1 sisteminin goriildiigii gibi taban sayis1 2’dir. Birden
kiiciik sayilarin temsili ise kullanilan say1 sisteminin tabaninin (onlu sistemde 10, ikili
sistemde 2) negatif iisleri kullanilarak yapilir. Bunlarin ayrintilarina burada girilmeye-

cektir.
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