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METABELYEN PARASERBEST LIE CEBIRLERINDE REZIDULU
PARASERBESTLIK*

Residually Parafreeness in Metabelian Parafree Lie Algebras

Zehra VELIOGLU Naime EKICI
Matematik Anabilim Dal Matematik Anabilim Dali
OZET

Bu calismada 2 ya da daha fazla eleman tarafindan tretilen bir metabelyen
paraserbest Lie cebirinin iki rankli rezidllu paraserbest oldugu gosterilmistir.
Anahtar Kelimeler: Serbest Lie Cebiri, Paraserbest Lie Cebiri, Metabelyen Lie

Cebiri
ABSTRACT

In this article, we prove that a metabelian parafree Lie algebra generated
by 2 or more elements is residually pafaree with rank two.
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GIRIS

Paraserbest Lie cebirleri, genel olarak, serbest Lie cebirleri ile ayni alt
merkezi diziye sahip rezidUlu nilpotent Lie cebirleri olarak tanimlanabilir.
Paraserbest Lie cebirleriserbest Lie cebirleri ile bir cok ortak 6zellie sahip 6zel Lie
cebirleridir.Paraserbest Lie cebiri tanimi ilk olarak Baur (1978) tarafindan grup
teoriden Lie cebirlerine uyarlanarak yapilmistir. Grup teorideki paraserbestlik
kavrami ilk olarak Baumslag (1967) tarafindan verilmigtir. Baumslag (1969)
Paraserbest gruplarin temel 6zeliklerini inceleyerekdnemli sonuglar elde etmis ve
bu sonuglari metabelyen gruplar gibi farkh siniflarda incelemistir. Ayrica elde ettigi
sonuglari paraserbest grup érneklerine uygulayarak somutlastirmistir. Daha sonra
Baumslag (2005) Paraserbest gruplar ile serbest gruplar kargilastirmis ortak ve
farkli ozelliklerini ortaya koymustur. Ayrica Baumslag ayni g¢alismasinda acik
problemlere yer vererek bu konuda henliz cevaplanmamis bir ¢ok problemin
mevcut oldugunu da vurgulamistir.

Baur (1978)paraserbest gruplardaki gelismelerin 1s1ginda paraserbest Lie
cebirleri icin énemli sonuglar elde etmistir. Ayricaparaserbest Lie cebirlerinin
evrensel enveloping cebirini ve homolojisini incelemistir. Daha sonra Baur (1980)
serbest olmayan bir paraserbest Lie cebiri 6rnedi vermis ve bu érnekteki Lie cebirin
paraserbestlik kosullarini sagladigini géstermistir.

Temel Tanimlar

Tanim 1: L bir Lie cebiri olsun. E§er herhangi bir 0#g€L i¢in L Lie cebirinden bir N
nilpotent Lie cebirine yy(g)#0 olacak sekilde bir yy homomorfizmi varsa L Lie
cebirine rezidull nilpotent denir. Bu tanima denk olarak asagidaki tanimi verebiliriz:
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L Lie cebirinin alt merkezi serisinin terimlerinin kesisimi sifir ise L Lie
cebirine rezidulu nilpotent Lie cebiri denir.

Bu tanimi genellestirmek gerekirse; P bir 6zellik veya Lie cebirlerin bir sinifi
olsun. Eger 0 #g€L olmak Uzere L Lie cebirinin bir | ideali igin L/I €EPvegélisel
Lie cebirine rezidulu P denir.

Tanim 2: L karakteristigi sifir olan bir k halkasi Gzerinde tanimh bir Lie cebiri olsun.
Asagidaki kosullari saglamasi durumunda L Lie cebirine paraserbest Lie cebiri
denir.
i) L rezidult nilpotenttir,
i) F bir X kiimesi Uzerinde serbest Lie cebiri olmak lGzere ¢: F—L dogal
homomorfizmi her i> 1 igin ¢;: F/yi(F) — L/yi(L) izomorfizmlerini

belirler.

X kiimesinin kardinalitesine L Lie cebirinin ranki denir.
L bir Lie cebiri, B cL,L=L(mody,(L)) ve B = B(mody,(L)) olsun. Eger B
kiimesi L yi serbestge Uretiyorsa “B kiimesi L Lie cebirini moddlo y,(L) serbestce
Uretir” denir.
Tanim 3: L bir paraserbest Lie cebiri ve B kiimesi L paraserbest Lie cebirinin bir alt
kimesi olsun. Eger B kiimesi L Lie cebirini modulo y,(L) serbestce uretiyorsa B
kimesine L paraserbest Lie cebirinin parairete¢ kimesi denir. Paralreteg
kiimesinin elemanlarina paraprimitif denir.
Tanim 4: P bir F serbest Lie cebiri ile ayni alt merkezi diziye sahip bir paraserbest
Lie cebiri olmak Uzere H, P paraserbest Lie cebirinin bir Lie alt cebiri olsun. Eger
her n > 1 igin,

Ya(H) ¥n(K)
olacak sekilde F serbest Lie cebirinin bir K alt cebiri varsa H Lie cebirine
paraserbest Lie alt cebir denir.
Tanim 5: P bir F serbest Lie cebiri ile ayni alt merkezi diziye sahip bir paraserbest
Lie cebiri olmak Uzere |, P paraserbest Lie cebirinin bir Lie ideali olsun. Eger her n
icin

I =~ J

Ma® = )
olacak sekilde F serbest Lie cebirinin bir J ideali varsa | idealine paraserbest ideal
denir.
Tanim 6: P bir paraserbest Lie cebiri olsun.

V1(P) = L: Yz(P) = [P,P] =P ’ )/3(P) :[Pv ]/Z(P)L’]/IC(P): [P! yk—l(P)] LA
olmak Uzere,
P=v,(P)2y,(P)2y3(P)2...0y,(P)>...

serisine P paraserbest Lie cebirinin alt merkezi serisi denir. Bu serinin k-yinci terimi
bazen Py ile gdsterilir.
Tanim 7: Baz k tam sayilar icin y(P)={0} ise P paraserbest Lie cebirine nilpotent
paraserbest Lie cebiri denir. y(P)={0} olacak sekildeki en kiglik pozitif k tam
sayisina P paraserbest Lie cebirinin nilpotentlik derecesi denir.
Tanim 8: P bir paraserbest Lie cebiri olmak tzere
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Py Py Py
Y2(P) 7ys(P) /ya(P)°
faktorlerine P paraserbest Lie cebirinin alt merkezi dizisi denir. P paraserbest Lie
cebirinin her alt merkezi serisine bir alt merkezi dizi karsilik gelir.

P ve R herhangi iki paraserbest Lie cebiri olsun. Asagidakilerin saglanmasi
durumunda P ve R ayni alt merkezi diziye sahiptir denir.

. . . BO,: P/ R . . .
> k d
)] k=1 igin Vi (P) Ve(R) izomorfizmleri vardir.

- . . . . Oy _q: P/ R/
> k-1 d
i) Her k=1 igin 8, izomorfizmleri Vo1 (P) Vi1 (R)

izomorfizmlerini belirler.

Tanm 9: i= 1,23,...k,... igin n; =1 olmak uzere pozitf tamsayilarin bir
{nl,n2 ,,,,, nk,__} dizisi i¢cin P paraserbest Lie cebirinin polisentral serisi asagidaki gibi
tanimlanir:
P,,; P paraserbest Lie cebirinin alt merkezi serisinin n, —inci terimi,
Po, n,; Pn, Paraserbest Lie cebirinin alt merkezi serisinin n, —inci terimi,
Py nynipa= (Pog ndngys Pn, _n;paraserbest Lie cebirinin alt merkezi serisinin ni.;-
inci terimi olsun. Boylece

P2P, 2P, 1,2 ... 2Py 12P0, nyny 2
serisine P paraserbest Lie cebirinin polisentral serisi denir.

Eger P,, 4, ={0} ve ny,n, _ny sayllan bu esitlik saglanacak sekildeki en
kiglk pozitif tamsayilar ise P paraserbest Lie cebirine {ny,n, _n,} dizisine gére bir
polinilpotent paraserbest Lie cebiri denir.

Eger n;=n,=2 ve P,,={0} ise P Lie cebirine metabelyen paraserbest Lie cebiri
denir.

Tanim 10: L bir Lie cebiri ve |, L nin bir ideali olsun. E§er Inj =0,I®] =L ve
= L/I olacak sekilde L nin bir J alt cebiri varsa L Lie cebirine projektiftir denir.

Serbest Lie cebirleri projektiftir.
Tanim 11:P; ve P, iki paraserbest Lie cebiri olsun.
P = {(p1,p2): p1 € Py, p; € Py}
kimesi P, ve P, nin vektdr uzayi olarak direkt toplami olsun. P tzerinde
[(p1, P2), (t1, t2)] = ([p1, t1], [P2s t2])

garpimi tanimlansin. Bu carpimla birlikte P bir Lie cebiridir. Bu durumda P
paraserbest Lie cebirine P, ve P, paraserbest Lie cebirlerinin direkt toplami denirve
P = P,®P, ile gosterilir. Ayrica P = P,®P, olmasi durumunda asagidakiler dogrudur.

i) P'=P, ®P,

i) p € Pise p = p;+ p,, (p; € Pvep, € B,) olup P =P, + P, dir.

iii) P, NP, = {0} dir.
Tanim 12: L bir Lie cebiri olsun. L Lie cebirinden kendi Uzerine olan her
epimorfizmi bir izomorfizm ise L Lie cebirine hopfian denir. Bir L Lie cebirinin
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hopfian olmasi icin gerek ve yeter kosul kendisinin, bir 6z idealle olan bdlim
cebirine izomorf olmamasidir.

Not 13: Lie cebirleri igin tanimlanan tim izomorfizm teoremleri paraserbest Lie
cebirleri icin de gegerlidir.

Temel Sonuglar

Lemma 14: Kabul edelim ki bir Y kimesi F = F(X) serbest Lie cebirini modulo
y,(F) serbestce Uretsin. O zaman n=2,3,... i¢cin Y kimesi F serbest Lie cebirini
modiilo y,, (F) serbestge Uretir.

ispat: Bu Lemma’nin ispati Bokut ve Kukin (1994) Lemma 2.10.1. den kolaylikla
elde edilir.

Teorem 15: Bir paraserbest Lie cebiri sonlu rankli rezidllU paraserbesttir.

ispat: Bu teoremin ispati Baur (1978) da bulunabilir.

Teorem 16: Ureteg sayisi 2 ya da daha fazla olan metabelyen bir P paraserbest
Lie cebiri iki rankli rezid(lli paraserbesttir.

ispat: P, 2 ya da daha fazla iiretece sahip bir metabelyen paraserbest Lie cebiri
olsun. Teorem 15 den P Lie cebiri sonlu n rankhdir (n = 2). 0 # a € P olsun. P

paraserbest oldugundan bazi ¢ > 2 icin a € y.(P) dir. P/y (P) bdlim cebiri serbest

metabelyen ve nilpotenttir. H, P paraserbest Lie cebirinin a ¢ H ve H 2 y.(P)
olacak sekildeki bir alt cebiri olsun. O halde

P
Iye(P)
Hy
Ye(P)

bolim cebirinin ranki 2 olup serbesttir. Serbest Lie cebirleri projektif olduklarindan
/VC(P) bolim cebirinin bir /YC(P)ldeall icin

P ~H L H L _
ﬁyc(P) =)@y ) e Jre) " ey =°
olacak sekilde /VC(P) bdlim cebirinin bir /y P) alt cebiri vardir dyle ki

P C
Iye(P)

“yopy = H
¢ Iy.(P)

dir. Simdi P/y P yi hesaplayalim:
2

Py
P/ (P) ~ VC(P)/ p
v A,

dir.

P ~H L
Fye) =y @y P
oldugundan
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P/yc(P)/ . Z(H/yc(P)@L/yc(P))/ ) )
2"y p) (") @ )

olur. Esitligin sag tarafindaki bolim cebirinin payda kismindaki ifadeyi hesaplayalim.

(") @ ) = "oy @ oy My o
- [H:H]@[H.L](B[L,L]/
Ye(P)

=Y2(H)@[H.L]@72(L)/ @
Ye

elde edilir. O halde

e my @ L/yc(P))/
72 (") © My )

e py @y, (P))/

(v.(H)®[H, L]®y, (L))/ )
Ye

_ (H/yC(P)) ® (L/yC(P))
(Vz(H)®[H,L])/ Vz(L)/
Ye(P) Ye(P)

_ (H/yC(P)) ® (L/yC(P))
(v.(H)®[H, L] +v.(P)) / @ 72(L) +y.(P)) /y )
Yc c

=H o/
Y2(H)®[H, L] + y.(P) Y2(L) +v.(P)
elde edilir. O halde

¥2(P) Y2(H®[H, L] +v.(P) ¥ Ty, (L) + v.(P)
P/Vz(P) bdlim cebirinin n rankli serbest abelyen oldugunu biliyoruz. Ayrica L Lie

cebirinin segiminden ve L/y (L) +7.(P) bolim cebiri 2 rankli serbest abelyen
2 c

oldugundan ) cebiri n-2 rankh serbest abelyen olur.

fy
Y2(H)®[H, L] + v,
ai, ..,ay,_, €H,a,_4,a, €L olsun dyle ki a4,..,a,_, elemanlari H Lie cebirini

-130 -



C.U Fen ve Miihendislik Bilimleri Dergisi Y11:2013 Cilt:29-4

modilo y, (H)®[H, L] + y.(P) serbestce Uretir. Benzer sekilde a,,_;, a, elemanlari L
Lie cebirini modilo y,(L) +y.(P) serbestce uretir. Hopfianlhktan a,...,a,
elemanlari P Lie cebirini modilo y,(P) serbestge uretir. O halde yine hopfianliktan,
I, {ay,..,a,_,} tarafindan Uretilen ideal olmak Uzere H =1+ y,(P) esitligini
yazabiliriz. Simdi | idealini ele alalim.

T = m®h)
n=1
olsun. Simdi P/] idealinin metabelyen paraserbest oldugunu ve a & J oldugunu

gOsterelim. a ¢ H oldugundan a € J oldugu agiktir. O halde geriye P/] paraserbest

oldugunu gdéstermek kalrr. J idealinin tanimindan P/] bélim cebiri rezidulu

nilpotenttir. a4, ..., a,, elemanlari P Lie cebirini modulo y,(P) serbestce Urettiginden
ve Lemma 14 den her ¢ = 1i¢in a4, ..., a, elemanlart P Lie cebirini modulo y.(P)

serbestge Uretir. O halde P/ ( +y.(P)) cebiri serbest metabelyen olup ranki 2 dir. J

ideali P Lie cebirinin P/] bélim cebiri rezidill nilpotent olacak sekildeki | yi iceren
en kuguUk ideali olarak segilmisti. O halde J < (I + y.(P)) olur. Bdylece

¥/ I+ (P))=P/]/ I+ (P))/sz/]/ P
Yc Ye }/C( /])

P
yazilabilir. P/ (I +y.(P)) cebiri serbest oldugundan, /]/ (P )cebiri de
‘N7

serbesttir. O halde P / i paraserbesttir.
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