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EN KUCUK KARELER YAKLASIMI:
The Least Squares Approximation

Oray OR Yusuf KARAKUS
Matematik Anabilim Dali Matematik Anabilim Dali
OZET

Bu calismada X i¢c carpim uzayindaki bir Y elemanina en iyi yaklasigin
bulunmasi problemi yani en kuguk kareler yaklagimi incelendi.
Anahtar Kelimeler: Ic Carpim Uzayi, En Klgik Kareler Yaklasimi.

ABSTRACT
In this study it was investigated the problem of finding that best

approximation to y , i.e. the least square approximation , in inner product X .
Key Words: Inner Product Space, The Least Squares Approximation.

Girig

X bir ic carpim uzayi olmak lizere,bir y € X elemaninin en kiigiik kareler
yaklagimi ( yani bir i¢ carpim uzayindaki y 'ye en yakin elemanin bulunmasi
problemi ) , bu uzayda verilen lineer bagimsiz XX % glemanlarinin bir

kombinasyonu tarafindan birkag yoldan ifade edilebilir :

ax +a,X,+ ... +ax

(1) Verilen elemanlarin n"n seklindeki bir lineer kombinasyon

olarak ,

bx +b,x,+ ... +b X

(2) X lerin ortonormallestirilmislerinin nn geklindeki lineer

kombinasyonu olarak.
- X0 X e
Tanim 1 : Bir i¢ carpm uzayinda , 1 2 ortonormal
elemanlarin sonlu veya sonsuz bir dizisi olsun. y , bu uzayda keyfi secilmis bir

eleman olmak Uzere;

0

D(vx) x

n=1

ifadesine vy icin bir Fourier serisi denir. (Eger dizi sonlu ise sonlu toplam kullanilir.)

X, . . .
Burada ; (y ") sabitleri 'y ’ nin Fourier  katsayilari olarak adlandirilir.y
elemaninin Fourier serisi

"Yiiksek lisans Tezi -MSc Thesis
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©

y=2(v.x) x

n=1

seklinde gosterilir.

Teorem 1 : Bir X ic carpim uzayinda , %o %

) _ a,a, ..,a
ve y keyfi secilmis olsun. O zaman ™' ™2

y—Z(y,Xf) X;

ortonormal bir sistem
N sabitlerinin her segimi igin ;

y_ZN:aiXi*

<

dir.

:(y,y)—IZNl:aI (xl,y)—ile:;i(y, X')+.ZNl:| a |
() (1) -2 () (%)

i=1 i=1

=(y,y)—§| (yxl) |2+iZN_1:| ai—(y,xi*)

2

dir. Son ifadenin ilk iki terimi % * lerden bagimsiz oldugu igin ;

H y_ZN:aiX:

2

ifadesinin yalniz ve yalniz
a=(yx),i=12..N

oldugu zaman, yani 4. ler Y~ nin katsayilari oldugu zaman, minimum degerinin
elde edilecegdi aciktir. Bir baska deyisle , sonlu boyutlu bir i¢ ¢arpim uzayinda, bu

uzayin normuna goére y ye en yakin lineer kombinasyon y icin Fourier serisinin
n. kismi toplamidir.
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Numerik analizin en kiglk kare problemi, uygun bir i¢ carpim uzayinda |,

N
y_zaixi

i=1 ’ nin terimlerini bulmak ile formule edilebilir. Bir sonraki sonug
bu tir problemlerin ¢6zimuanu verir.

min
al

Sonug¢ 1 XoXpr e Xy bir ic carpim uzayinda lineer bagimsiz

N
Y—Zaaxi
elemanlarin bir kimesi olsun. =1
lineer kombinasyonunu bulma problemi,

, . G X XK e X
€ minimize edilmis "' "2 N fnin

ZNl:(yx) X

tarafindan ¢ozulir.

X
i

lar , X lerin ortonormallestirilmisleridir ve yukaridaki problemin
¢6zUmuU tektir. Bu bize her en kiiglk kare probleminin , uygun bir Fourier serisi
tarafindan ¢6zaldigini séyler.

2

Sy 3] ()

N

min| y-> ax
Sonug2: ° i=1 dir.
e . . o a=(vx) ) .
Ispat : Teorem 1’ in son esitliginde yazalim . Boylece ifade

etmis oldugumuz esitlik elde edilir.
1 2

min'[ ( ex—ao—alx—azxz) dx

Ornek1: " = problemini ¢zelim.

Céziim : Burada Y =% olarak aliyoruz. Yani;

y—%laixi > (vx)

probleminin ¢ézimi = oldugundan ;

1 2
min I( e‘—zz:aix')dx

min
a\

probleminin ¢6zimu

2

S (e) ¥

i=0
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1 x x%,...

olur. polinomlar sisteminin ortonormalestirimesiyle ( Davis ,P.J. ,

*

1975 ) Legendre polinomlari elde edileceginden X ar yerine Legendre
polinomlarini kullanabiliriz.Yani;

. 1 . 3 . 3 1
xlz,!— ,xzz‘;— x,xgz—ﬁ (xz——)
2 2 4 3

polinomlarini kullanalim.
X

€ in Fourier katsayilari ;

bOZj e" % dx:\E( e—e'l)
Sk . 3 .
bl:! S ox e =S @ e

1 -1
o[ 2B (x-2) eor- 20 (2.2

3 3

b, ve b, degerleri hesaplanirken kismi integrasyon yontemi kullaniimistir.
Boylece ;

P(x) = bx +b,x +bx

1 . L 90( 2e-14e” , 1
:—( e—e )+3 e X+—| —— X ==
2 16 3 3

15 33 3
== (e—7e’1) X’ +3 e'x+—e ' ——e
4 4 4

~ 0,537x" +1,104x + 0,996

olur. Bu ise polinomlarla en iyi yaklagimdir.

Ornek 2 : Eger fellab]

ise ,
min f (f(x)—zn:aixij dx

problemi tek ¢dzime sahiptir.

i
Goéziim: Sonuc2’'de Y~ FO) ve X=X ainirsa;
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2

min
a\

y— i ax
i=0

= min j(f(x)—ZN:alxij dx
=11 F-21e0.

dir. Sag taraf pozitif ve sabittir. Ve X ortonormal elemanlari Gram-Schmidt
yontemiyle tek olarak belirlendiginden bu tek ¢éziime sahiptir. (Rivlin,T.J, 1966)
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