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EVRENSEL GROBNER BAZININ VARLIGININ BiR TOPOLOJIK ISPATI*

A Topological Proof for Existence of Universal Grobner Bases

Osman UYAR Ali OZKURT
Matematik Anabilim Dali Matematik Anabilim Dali
OZET

Bu calismada bir yari grup Uzerindeki sol siralamalarin kiimesi Uzerine
konulan bir topolojiden bahsedildi ve bu uzayin kompakt oldugu gosterildi. Serbest
abelyen gruplar Uzerindeki sol siralamalarin bu topoloji ile Cantor kimesine
homeomorf oldugu gosterildi ve polinom halkalarinda evrensel Grobner bazinin
varhgi i¢in yeni bir ispat verildi.
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ABSTRACT
In this thesis, it is mentioned about a topology on left orderings of any
arbitrary semi group and it is shown that this space is compact and for free abelian
group, it is shown to be homemorphic to the Cantor set. An application of this result
is a new proof of the existence of universal Grobner bases.
Keywords : Left and Right Orderings, Totally Disconnected Spaces, Cantor Set,
Grobner Bases

Girig

Bir polinom halkasinda bir idealin bir Grobner bazi bu polinom halkasindaki
monomialler Uzerindeki siralamaya bagl olarak degisir. Fakat siralamaya bagli
kalmaksizin o idealin Grobner bazi olan bir kime vardir. Bu kimeye o idealin
evrensel Grobner bazi denir. Evrensel Grobner bazinin varhidinin tamami ile
cebirsel bir ispati vardir. (N. Schwartz, 1998)

Bu calismada evrensel Grobner bazinin varligini topolojik argiimanlarla
ispatlayan, (Adam S. Sikora, 2004) Adam S. Sikora tarafindan yazilmis bir makale
incelenmisgtir.

Bu makalede herhangi bir yari grup Uzerindeki sol siralamalar Uzerinde
Ozel bir topolojiden bahsedildi ve bu topoloji ile serbest abelyen gruplar Gzerindeki
sol siralamalarin Cantor kimesine homeomorf oldugu gosterildi. Son olarak
evrensel Grobner bazinin varliginin topolojik bir ispati verildi.

YARI GRUPLARDA SIRALAMA

Assosyatif ikili isleme sahip G yar grubu verilsin. G Uzerindeki bir lineer
"< siralamasl a,b € G olmak Uzere her ¢ € G igin eder a<b iken ca <ch
oluyorsa sol siralama, eder a < b iken ac < bc oluyorsa sag siralama olarak
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tanimlanir. G yari grubunun tim sol ve sag siralamalarinin kimesi sirasiyla LO(G)
ve RO(G) ile gosterilir. Buna gore LO(G) = {< | <,G yar grubu Uzerinde bir sol
siralamadir} ve RO(G) = {< | <, G yari grubu izerinde bir sag siralamadir} seklinde
gosterilir. EGer G bir grup ise LO(G) ve RO(G) kimeleri arasinda her sol siralamaya
bir sag siralamayi karsilik getiren bire-bir esleme vardir. Yania <, b © a1 <, b1
olur.

Tanim 1: U,, = {<€ LO(G)|a,b € G igin a < b} € LO(G) olsun. LO(G) Uzerine Uy,
kimelerini agik kabul eden en kiglk topolojiyi koyalim. Bu topolojideki her agik
kime Ug, p, N ...N Ug, p,, S€klindeki kimelerin bir birlegimidir.

Tanim 2: G’nin alt kimelerinin G, € G; € --- < G olan keyfi tam filtrasyonu
(Uier G; = G) verilsin. <;,<,€ LO(G) igin p:LO(G) x LO(G) —» R* fonksiyonunu

(<0 <))= {1/2’, r=max{r E NU{0}a,b €G,,a<; b a<, b} ise
PLSLS2)T 1 0, max{r e NU{0}|a,b € G, a <, b < a<, b} yoksa

olarak tanimlayalim.

Onerme 3: p, LO(G) Uzerinde bir metriktir ve bu metrigin olusturdugu LO(G)
uzerindeki topoloji ile Tanim 1’de tanimlanan topoloji ¢akisir. Dolayisiyla bu topoloji
filtrasyonun se¢iminden bagimsizdir.

ispat: Oncelikle Tanim 2'de tanimlanan p fonksiyonunun LO(G) iizerinde bir metrik
oldugunu gdsterelim.

i) <1, <2€ LO(G) iginp(<4,<3) =1/2" ve ya p(<4,<;) =0 oldugdu igin
daima p(<4, <z) = 0 olur.
i) <1, <€ LO(G) igin p(<4,<3) =0 ©<;=<, oldugunu gostermeliyiz.

<;=<; olsun. Her r € N U {0} icin <, |G, =<, |G, olur. max{r|<; |G, =
<, |G,} yoktur. Buna goére p(<y,<;) =0o0lur. p(<;,<;) =0 olsun.
max{r|<, |G, =<, |G,} yoktur. O halde her r € NU {0} igin <; |G, =
<, |G, olup G =Uj2,G, oldugu igin <;=<,olur. Sonug¢ olarak
p(<, <) = 0 &< =<, olur.

iii) <1, <€ LO(G) igin p(<4,<3) =p(<;<;) oldugunu gostermeliyiz.
p(<,<z)=00lsun. <;=<, olup p(<,<3) =p(<, <)  olur.
p(<,<)#0 olsun. r=max{r e NU{0}|a,b €G,a < b & a <, b}
olmak uzere p(<,,<;)=1/2" ve s=max{r eNU{0}a,bE€
G,a<,be a<,b} olmak uzere p(<,,<)=1/2° olup r=s
olmaldir. Sonug olarak p(<;, <;) = p(<3, <) olur.

iv) <1, <5, <3E LO(G) igin p(<q,<y) < p(<q,<3) + p(<;,,<3) oldugunu
gostermeliyiz. p(<y,<,) =0 ise p(<q,<y) < p(<q, <3) +p(<5,<3)
oldugu aciktir. p(<4,<;) # 0 olsun. g = max{r|<; |G, =<, |G,} olmak
Uzere p(<q,<;) =1/29 olur. Bu durumda p(<;,<3) =0 ise <;=<j3
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olup q = max{r|<, |G, =<;|G,} = max{r|<; |G, =<, |G,} olur. Buna
gore p(<,,<3) =1/2% olur. p(<,,<3) =00lup q =max {r|<, |G, =
<,|G,} = max{r|<, |G, =<5 |G,} olur. Boylelikle p(<3,<;) = 1/29 olur.
Simdi p(<4,<3) # 0 olsun. s = max{r|<; |G, =<5 |G,} olmak Uzere
p(<1,<3) =1/2% olur. Eger p(<,,<3) #0 ise t=max{r|<, |G, =
<3 |G} olmak Uzere p(<, <3)=1/2%0lur. 1/29<1/25+1/2¢
oldugunu gdstermeliyiz. s =t oldugunu varsayabiliriz. Eger q = s ise
1/29 < 1/2° olup esitsizlik saglanir. Simdi g <s olsun. t < g <s ise
<3 |G4 =<3 |G4 olup t = max{r|<, |G, =<3 |G, } olmaslyla gelisir. t = q
ise 1/29 <1/25+1/2¢ esitsizligi saglanir. t > q ise <, |G, =<; |G,
olup q =max{r|<; |G, =<;|G,} olmasiyla gelisir. Sonug olarak
p(<1,<z) < p(<y,<3) + p(<z, <3) olur.

Bu 6nerme ile birlikte iki durum ortaya ¢ikar.
1. Her B(<,,1/2") agik yuvari Tanim 1’de tanimlanan topolojiye gére agiktir.

ispat: <,€ B(<,,1/2") & p(<1,<,) <1/2" & <4 |Gpyq =<o |Gryq OlUp a,b €
Gr4+1 Olmak Uzere B(<,,1/27) = Ngeyp Uq,p OlU.

2. Her Ug, p, N ...N Ug, p,, kKUmesi p metrigine gore agiktir. Yani her <,€ Ug, ;,, N ...N
Uqap by, 16IN B(<o,1/27) € Uqg, p, N ... 0 Uy, p, Olan r degeri vardir.

ispat: @ # U, ,, N ...NU,, 5, acik kimesi igin ay, by, ..., ay, by, € G, olacak sekilde
bir € N vardir. <o€ Uy, p, N ...NUq, p, alahm. B(<y,1/2") € Uy p, N .NUq, p,
oldugunu gosterelim. <;€ B(<,1/2"7) alalim. <, |G,4; =<, |G,4, olur. Dolayisiyla
her i€ {1,2,..,n} igin a;<;b; olur. O halde <€U, , N..NU, olup
B(<o,1/2") € Ug, p, N .0 Uq, p, OlUI.

nvbn

Teorem 4: LO(G) kompakttir, tamamen baglantisiz topolojik uzaydir.

ispat: Once LO(G)'nin tamamen baglantisiz oldugunu gdsterelim. <;#<, olmak
Uzere <;,<,€LO(G) alalm. <€ U,;, <€ Upq, Uyp UUpqa =LO(G) ve U,p N
Uy, = @ olacak sekilde a # b olan a,b € G oldugunu gdsterecegiz. <;#<, olan
<4, <, lineer siralamalari icin a # b olan 3(a,b) € G X G vardir dyle ki a <; b ise
b <, a olur. O halde <€ U,;, ve <,€ U,, olur. Ayrica U,, UU,, = LO(G) ve
Ugp N Upq = @ olup LO(G) tamamen baglantisizdir.

Simdi de LO(G)'nin kompakt oldugunu goésterelim. G, c G, c --- Cc G, € -+
olmak Uzere <,:<4, <y, ..., <p, - € LO(G) dizisini alalim. (<) dizisinin G,’de ayni
olan (<}) alt dizisi, G,’de ayni olan (<) alt dizisi vardir. Bu sekilde devam
edersek her r € N i¢cin G4, G, ..., G, ’ler sonlu elemanh olmak Uzere (<,) dizisinin
G,'de ayni olan (<; ) alt dizisi vardir.
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1 1 1
<. <i.<h .-

2 2 2
<t,<t, <t ..

T T r
<i1’ <i2’ <i3'

olmak lzere (<) dizisinin <, =<i seklindeki (<,) alt dizisini dustnelim. Yani
<pe: <ty <, <i,.. seklindedir. (<) alt dizisini <',<?<3, .. ile gosterelim.
Asagidaki lemma ile bu dizinin yakinsak oldugunu gdsterecegiz. Bdylece LO(G)'nin
kompakt oldugunu géstermis olacagiz.

Lemma 5: <!,<?,<3,.. dizisi, a <* b < a <" b (sonlu tane n disinda) olarak
tanimladigimiz <* siralamasina yakinsar.

ispat: Once yukarida tanimladigimiz < siralamasi icin asagidaki 6zellikleri
gOsterelim.

i) <* siralamasi bir tam siralamadir.
a,b € G olsun. 3r e N igin a,b € G, olur. <"=<] olmak Uzere (<] : (<)
n n
dizisinin G,’de ayni olan alt dizisi)
<, <by - <i,» (<y) dizisinin G;’de ayni olan alt dizisi

<, <i, .., <t (<y) dizisinin G,’de ayni olan alt dizisi

iz’

<ip <ip - <i,» (<) dizisinin G,'de ayni olan alt dizisi

<PHL <R, L, <PH (<) dizisinin G, ’'de ayni olan alt dizisi
olup j > r i¢in G,’de ayni olan (<{n) alt dizisinin terimleri G;'de ayni olur. G; € G, ©
+ € Gyp_1 C G, C -+ C G; oldugundan G, G4, ..., G;'de ayni olur. O halde a, b € G, igin
(<) dizisinin i > r igin tim terimleri G,’de ayni olur. Buna gére i > r icinya a <! b
ya da b < a olup ya a <® b ya da b <* a olur. Bdylece <® siralamasi bir tam
siralamadir.

i) <% siralamasi bir sol siralamadir.

a,b € G olmak Uzere a <® b ise a <™ b (sonlu tane n disinda) olur. O halde
her c € G i¢cin ca <™ cb (sonlu tane n diginda) olup ca <% cb olur. Boéylece <*
siralamasi bir sol siralamadir.
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Simdi <, —<% oldugunu gosterelim. r = max{r|<"|G. =<* |G,} olmak
Uzere a,b € G, alallm. O halde a<"b ©a<®b olur. a<®* b < a <" b (sonlu
tane n diginda) fakat a <" b’'dir. p(<*,<™) =1/2" < 1/2" olup p(<®,<™) < 1/2"
olur. Boylece <, —»<* olur.

Sonug 6: LO(G) Cantor kimesidir &

i) LOG)+Q
i) Heray,bg,..,an b, €Gigin Uy p, N..0N U, , = @ Ve yasonsuz
elemanhdir.

ispat: ii) kosulu LO(G) kiimesinin perfect oldugunu sdyler. Dolayisiyla bostan farkli
her kompakt, metrik, perfect ve tamamen baglantisiz uzay Cantor kiimesine
homeomorf oldugundan ispat tamamlanir.

Onerme 7: n > 1 i¢in LO(Z™) Cantor kiimesine homeomorfiktir.

ispat: Varsayalim ki bir m > 1 igin LO(Z™) Cantor kiimesine homeomorf olmasin.
n = min{m|m > 1 ve LO(Z™) Cantor kimesine homeomorf degildir} olsun. LO(Z")
Cantor kimesine homeomorf olmadigindan Sonu¢ 6’dan (ay, b;),(a,, by)
voo(@s, bs) € Z™ X Z™ vardir 8yle ki Uy, p, N Ug,p, N ...N Ug . = {<E LO(Z™)| her
i €{1,2,...,s} icin a; < b;} sonlu bir kimedir. Gerektiginde sonlu sayida farkli nokta
cifti ekleyerek genelligi bozmaksizin = U, ,, N Uq,p, N...N Uy . kimesini tek
elemanli varsayabiliriz. Ote yandan i = iken (bj — a;) vektorinin (b; — a;)
vektorinun bir rasyonel kati olmadigini varsayabiliriz. Yani i # j iken m(bj - a]-) =
n(b; — a;) olacak sekilde m,n € Z yoktur. U, , NUg,p, N...N U, , ={<} olsun.
v, 7, € Q" alalim. v; < v, < her n € Z" igin nv,,nv, € Z" olmak Uzere nv, < nv,
olur. Boylelikle < siralamasini Q™’e genisletmis oluruz. Simdi H = {x € R"|x'in
Q™deki her komsulugu pozitif ve negatif elemanlar icerir } olmak izere Q" @ R o
H kiUmesini alalm. Buna gére x e H & x € U c R" agik alt kimesi igin bir
v,w € UNQ" vardir dyle ki 0 <v ve w <0 olur. H, R™de bir hiper dizlemdir.
Aslinda bir « € R™ — {0} vardir dyle ki H = {x|{a, x) = 0} olur. H, = {x|{a, x) > 0 ve
H_ = {x|{(a,x) < 0} olmak lzere R™ \ H, H, ve H_ baglantil bilesenlerinden olugur.
R*"\H=H,UH_iginx€e H, ise x>0ve x € H_ise x <0 olur. Her i € {1,2,..,s}
icin a; < b; idi. a ={a},...,al'} € Z" ve b ={b},...,bl'} € Z" olmak lzere b; — a; =
(b} —a}, ..., b —a) > 0 olur. a = {ay, ..., a,} € R" — {0} olmak Uzere (a,b; — a;) =
a (b} —ai) + -+ a,(b* — a*) olur. Boylece b; —a; € H, ya da b; —a; € H olur.
I = {i|b; — a; € H} olsun. Dikkat edilirse {<'e LO(H N Z"™)| Her i € I igin a; <' b;} =
{<} olur. Aksi taktirde <'e LO(H NnZ™) ve her i € I igin a; <' b; ise <, Z™ Uzerinde
dolayisiyla Q™ Uzerinde her i € {1,2, ..., s} igin a; < b; olacak sekilde bir siralamaya
genisletilebilir. Bu bir geligkidir. Clinki Q™ lzerinde i € {1,2, ...,s} igin a; < b; olacak
sekilde bir tek siralama vardir. O halde H n Z™ Sonug¢ 6’nin kosulunu saglamiyor.
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I ={iy, ..., i} sonlu bir kime olmak lzere a; <b;,...,a; <b; olacak sekilde bir

tek < siralamasi vardir. Yani o6yle (a;,,b;),...,(a;,b;) € Z" X Z" vardir Oyle ki
Uy by, N -0 Ugy p, SONIUUT. Ote yandan H N Z" c H ve dim(H N Z") <n — 1 olur.

Ayrica kabulimizden LO(H n Z™) Cantor kimesine homeomorfiktir. Dolayisiyla ya
HNZ'=@¢ ya da HNZ" =7 olur. EGer HNZ" =@ ise I =@ olur. Her i€
{1,2,...,s} icin b; —a; € H, olur. Dolayisiyla sonsuz c¢oklukta H' ¢ R™ hiper
dizlemleri ve bu hiper diizlemlere karsilik gelen Q" lzerinde <’ siralamalari vardir
oyle ki i € {1,2,...,s} icin a; <’ b; olur. Bu bir geligkidir. Eger H N Z" = Z ise I tek
elemanlidir. Clnkd i # j iken (b; — a;) vektorh (b; — a;) vektorinin rasyonel kati
degildi. Bir tek i, € {1,2,...,s} i¢in b; —a;, € H olur. Dolayisiyla sonsuz goklukta
H' < R™ hiper dizlemleri vardir éyle ki i€ {1,2,...,s} —{io} i¢in (b, —a;)) ile
(b; — a;) vektorleri ayni bilesende olur. Dolayisiyla Q™ Gzerinde sonsuz ¢oklukta <’
siralamalari igin a; <’ b; olurdu ki bu bir geliskidir. Sonug olarak H N Z" + @ ve
HNZ" + Z olur. LO(H n Z™) Cantor kimesine homeomorf degildir. Bu bir ¢eligkidir.
Cunkd (H NnZ™) c Z" oldugundan 1 < dim(H NZ") <n —1 olur ki LO(Z™) Cantor
kimesine homeomorf olmayacak sekildeki 1’den buyuk en kug¢uk dogal sayi n idi.

il'bil

GROBNER BAZINA BiR UYGULAMA

K[xy, ..., x,], bir K cismi Uzerinde bir polinom halkasi olsun. ZI, =
{(x4, e, x)|x; EZ ve x; = 0} olmak Uzere K[xy,..,x,] polinom halkasi igindeki
X' .. x,® monomialleri, x;*..x,"leri (iy,..,iy)'e gbtiren izomorfizma ile 72, 'a
izomorfik olan bir monoidi belirler. (x;*...x,") ve (xJ!..x;™) monomialleri igin
(et ™). (]t i) = Gt ™) olur. (xf ..x9) =1, bu monoidin birim
elemanidir. Bir G kimesi Gzerindeki bir lineer siralama, eder G’nin her alt kimesi
bir en kiguk elemana sahipse iyi siralamadir. G yari grubu igin G’nin tim iyi sol
siralamalarinin kiimesini LWO(G) ile gosteririz. LWO(ZZ,) kimesinin elemanlar
K[x;, ..., x,,] icindeki monomiallerin siralamasi olarak adlandirilir. ZZ, lzerindeki bir
< sol siralamasi bir iyi siralamadir ancak ve ancak 0, bu siralama igin en kiguk
elemandir. Buna gére LWO(ZZ,) = LO(Z%y) — (U U,,) olur. Uy, agik oldugu igin
asagidaki sonucu sdyleyebiliriz.

Sonug 1: LWO(Z%,), LO(ZZ,)n bir kapali alt kimesidir. Buna gére LWO(ZZ,)
kompakitir.

Bunun yaninda hem LWO(Z%,) hem de LO(ZZ,) kimeleri n > 1 igin Cantor
kimesine homeomorfiktir. Her w € K[x4, ..., x,] polinomu, m;’ler monomial olmak
tzere Y%c;m; olarak ayristirilir. i #j igin m; # m;'dir ve sifirdan farkli ¢;'ler K
cisminde skalerdir. <, monomialler arasinda bir sol siralama ise ZZ, Uzerindeki bir
siralamadir.  (iy, ..., i) < (q, -, Jn) © (xi1 ...x,i,") < (xf1 ...x,’;“) olur. m;'ler farkli
monomialler olmak Gzere (i #j iken m; #m) w=Y%cm; igin LM(w) =
max{m;|i = 1,2,..,d} olur. Yani LM(w)=m; ise her j#i i¢in m; >m; olur.
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Boylece c¢;m;, w polinomunun en yiksek dereceli terimi olur. I < K[xy, ..., x,] ideali
icin LM(I) =< m|Bir w €1 igin m, w”’nin en yiksek dereceli monomiali> olur.
LM(I) < K[x4, ..., x,,] oldugunu gdsterelim.

i) fuf eLM() igin f; — f, € LM(I) oldugunu gésterelim. f; = Y-, cm;
olsun. O halde bir g; € I vardir éyle ki m;, g;'nin en buyidk monomialidir.
f> = XL, djn; olsun. O halde bir h; € I vardir éyle ki nj, h;'nin en blyuk
monomialidir. f; =¢;my + -+ c¢,m, ve f, =dn, + -+ dy,n,, olarak
yazilabilir. f, —f, =¢m, +--+¢m, —dn, —--—dyn, olup f;—
f2’nin bir monomiali bir k; € I'min en blylik monomiali olur. Bdylece
fi—fz € LM(I)olur.

i) Her f € K[x,,..,x,] ve her g e LM(I) igin fg,gf € LM(I) oldugunu
gosterelim. g € LM(I) oldugu icin g = X1, ¢;m; seklindedir ve bir h; € 1
vardir Gyle ki m;h;/'nin en blydk monomialidir. f =%, dn;
seklindedir. O halde fg =jL, Y-, dicmyym; olur. [ < K[xy, ..., %,]
oldugundan h;n; € I olur. Boylece n;m;, h;n;'nin en blylik monomiali
olup fg € LM(I) olur. Benzer sekilde gf € LM (1) oldudu gdsterilir.

I < K[xq, ..., x,] i¢in eger LM(I) =< LM(f,),...,LM(f;) > olacak sekilde
{f1, -, fa} c I varsa {fi, ..., f3} kimesine I’nin bir Grobner bazi denir.

Monomialler tzerindeki farkh siralamalar farkli Grobner bazi verirler. Bunu
bir 6rnekle gorelim.

Ornek 2: I =< x?,x,x; —x% > olsun. < siralamasi, Lex. ve ya Deglex. ise bu
siralamaya go6re I'nin Grobner bazi {x? x;x2,x,x; — x2x5} olur. < siralamasil,
Degrevlex. ise bu siralamaya gére I'nin Grobner bazi {x?, x2 — x;x3} olur.

Tanim 3: K[x,,..,x,] polinom halkasindaki < siralamasina sahip (f,g)
monomial ¢ifti igcin, LCM en kuguk ortak kati gostermek Uzere < siralamasindaki
(f, g) monomial ¢iftinin S — polinomu S(f, g) asagidaki gibi tanimhdir.

LCM(LM(f),LM(g)) . LCM(LM(f),LM(g))
LT() LT(9)

S(f.9) =

Ornek 4: (f,g) = (x?,x,x, — x3) ve < siralamasi Lex. olsun.

LM(f) = x?, LM(g) = x;x, olup LCM(LM(f),LM(g)) = xix, olur. Sonug olarak
S(f,g) = xx2 — x, (1%, — x2) = x,x, olur.

Teorem 5: {f, ..., fi}, K[xq,...,x,] polinom halkasindaki monomiallerin sonlu bir
kimesi ve S(f,f;), S-polinomlari olsun. {f;,..,fx}, < fi,..,fx > idealinin bir
Grobner bazidir ancak ve ancak her i,j igin S(f;, f;) S-polinomlarinin (f, ..., fi)'ya
tam bolunebilmesidir.
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Onerme 6: I < K[xy, ...,x,] Ve fi, .., f; € I olsun. A = {<€E LWO(Z2)| {fi, ., fi}, <
siralamasina goére I'nin bir Grobner bazi} olmak Uzere A kimesi, LWO(Z%,)"n bir
acik alt kiimesidir.

ispat: <e LWO(Z%,) alahm. < siralamasina gére S(fi. fi)s (f1, -, f5)'ye tam bOlUndr.
(f1, -, fs)’deki tim monomialler (mg,..,m;) olsun. Genelligi bozmaksizin bu
siralamaya gore m; > -+ >my olsun. <€ U = Upy,m, N Upym, N .0 Uppym, , © A
olup A, LWO(ZZ,)'1n bir acik alt kimesidir.

Teorem 7: Her I < K[xy, ..., x,] ideali icin her monomial siralamasiyla I’'nin bir
Grobner bazi olan bir sonlu {f}, ..., f;} c I kimesi vardir.
Boyle bir kiimeye I'nin bir evrensel Grobner bazi denir.

ispat: Her {f,,..,f,}€I igin {fi,..,f;} kimesini I'nin Grobner bazi yapan
siralamlarin kiimesi Vi« olsun. Yani Vi, -y = {<€ LWO(ZZ,)| < siralamasina
gore {fi, ..., fs}, I'min bir Grobner bazidir} olur. Vi, -, kimesi bos kiime olabilir.
Ayrica Onerme 6'ya gore Vif,,..ry KUmesi agiktir. Vig -, her monomial
siralamasina gore ['min bir Grobner bazidir. Simdi <e LWO(Z%,) alalim.
LWO(ZZy) = Ugy,,..rac1 Vi, pa0lur. LWO(ZZ,) kompakt oldugundan sonlu  bir

kimesi I'nin evrensel Grobner bazidir.
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