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iKi TOPOLOJILi UZAYLARDA BAZI AYIRMA AKSIYOMLARI

On Some Separation Axioms On Bitopological Spaces

Nuray GUL Fikret KUYUCU
Matematik Anabilim Dali Matematik Anabilim Dal
OZET

(X,t) bir topolojik uzay ise bu uzay uzerinde Hausdorff (T,), regller, T;,
tam regiler, normal, T35 ve T, gibi ayirma aksiyomlari incelenebilir. Eger X bir
kiime ve 1, 7,, X (zerinde iki topoloji ise (X,7,,7,) ye iki topolojili uzay denir. iki
topolojili uzaylarla ilgili galismalar Kelly(1963) ile baglamistir. (X, t) i¢in tanimlanan
ayirma aksiyomlari ve kompaktlik iki topolojili uzaylara da genisletilebilir.

Bu g¢alismanin amaci, iki topolojili uzaylarda ayirma aksiyomlarini,
aralarindaki iliskiyi ve kompakthgi incelemektir.

Anahtar Kelimeler: iki topolojili uzaylar, ayirma aksiyomlari

ABSTRACT

If (X,7) is a topological space, then the separation axioms such as
Hausdorff(T,), regular, T;, completely regular, normal, T; 5 and T, axioms can be
studied. If X is a set, and t, and 7, are two topologies on X, then (X, t,,t,) is called
bitopological space. The study on bitopological space was first undertaken by
Kelly(1963). The separation axioms and compactness defined for (X, ) can also be
extended into bitopological spaces.

The study aims to examine the separation axioms, the relationship
between them and compactness in the bitopological spaces.
Key Words: Bitopological spaces, separation axioms

Girig

X bir kime ve 1, 7,, X Uzerinde iki topoloji ise (X,7;,7,) uzayina ikKi
topolojili uzay denir.

Bu calismada; iki noktayi, bir kiime ile disindaki herhangi bir noktay! veya
ayrik iki kimeyi, acik kimeleri kullanarak birbirinden ayirmay tarif eden ve ayirma
aksiyomlari olarak da bilinen kavramlarin bazilarinin iki topolojili uzaylardaki
genellemeleri incelenmisgtir.

Tanim1l. X, bostan farkli bir kime ve p: X x X — [0,00) donlslimU Vx,y, z € X igin,
(p1) p(x,x) =0

(P2) p(x,2) <p(x,y) +p(y,2) (Uggen Esitsizligi)
P px,y) =0=>x=y (Ayirma)
P4 p(x,y) =p(y,x) (Simetri)

kosullari saglaniyorsa p’ ye X Uzerinde bir metrik denir. (X,p) ikilisine de metrik
uzay denir. Eger p,
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(p1) ve (p2) kosullarini saghyor ise p’ ye X Uzerinde quasi-pseudo metrik
denir. (X, p) ikilisine de quasi-pseudo metrik uzay denir.

(p1), (p2) ve (p3) kosullari saglaniyorsa p’ ye X Uzerinde quasi-metrik
denir. (X, p) ikilisine de quasi-metrik uzay denir.

(p1), (p2) ve (p4) kosullari saglaniyorsa p’ ye X Uzerinde pseudo-metrik
denir. (X, p) ikilisine de pseudo metrik uzay denir.
Ornekl. ¢:RxR - [0,0), p(x,y) =y —x)V0=max{y —x, 0} quasi-pseudo
metriktir.
(P1) p(x,x) = max{x —x,0} =0
(P2) p(x,y) = (¥ — x) V 0 oldugundan;

z—x<pxz)vey—z<p(zy)

y—x< px2)+p(zy)

Eger y < xise y —x <0 olur. p(x,z) + p(z,y), {y — x,0} kiimesinin bir Gst
siniridir. Bu kiimenin st sinirlarinin en kigugu p(x,y) olduguna gore p(x,y) <

p(x,z) + p(z,y) olur.
Eger x < y ise 0 < y — x olacagindan

p(x,y) =0<y-x< p(x,2) +p(zy)

olur.
Tanim2. (X, P, Q) iki topolojili uzay! verilsin. Eger P = 7, ve Q = 7, (p ve q eslenik)
olacak sekilde bir p, quasi-pseudo metrigi varsa (X,P,Q) iki topolojili uzayina
quasi-pseudo metriklenebilirdir denir.
Tanim3.(X, P, Q) iki topolojili uzay olsun. Vx € X noktasinin Q-kapali kimelerden
olusan bir P-komsuluk bazi varsa P, Q’ ya gére pairwise regliler denir.

P, Q' ya goére pairwise regller ve Q, P’ ye goére pairwise regller ise
(X, P, Q) iki topolojili uzayina pairwise regtiler denir.
Ornek2. Ornek1’ deki p, quasi-pseudo metriginin Urettigi topolojiyi s ve p’ nin
eslenidi ¢’ nun urettigi topolojiyi t ile gbsterirsek bunlardan olusan iki topolojili yapi
(R, s,t) olur. (R,s,t) iki topolojili uzayi pairwise regiler uzaydir. Gergekten vx € X
noktasi icin;
B,, ={[x + & +): &£ > 0} 7,-kapal 7,-komsuluklar bazi ve
B,, = {(—o,x — &]: ¢ > 0} ailesi de x’ in 7,-kapall 7,,-komsuluklar bazidir.
Onermel. (X,P,Q) iki topolojili uzayi verilsin. ?’ nin Q' ya gore pairwise regiiler
olmasi igin gerek ve yeter kosul herhangi bir x € X icin K, P-kapall ve x ¢ K
oldugunda x € U ve K cV olacak sekilde U € P ve V € Q ayrik kiimelerinin var
olmasidir.
ispat: (=): (X, P, Q) pairwise regiler iki topolojili uzay, x € X, x & K ve K, P-kapali
kime olsun. O zaman (X —K) e P ve x € (X — K)' dir. Varsayimdan x € T € (X —
K) olacak sekilde bir 9-kapal P-komsulugu T vardir. T, P-komsuluk oldugundan,
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xeUCSTC<X-K)

olacak sekilde bir U e P vardirr Ohalde K€ (X —-T),x€eU, UeP, X—T)€Q ve
Un(X—T) =@ dir.

(&=):x € X ve U, kimesi x’ in bir P-komsgulugu olsun. x € U € U, olacak sekilde
U € P vardir. (X —U) kiimesi P-kapalidir. O zaman x € G ve (X —U) € H olacak
sekilde G € P ve H € Q ayrik kiimeleri vardir.

x€EGS(X-H)<SUcU,

oldugundan (X — H) kimesi x’ in Q-kapali P-komsulugudur. Dolayisiyla x
noktasinin Q-kapall kiimelerden olusan bir P-komsulugu vardir. O halde P, Q’ ya
gOre pairwise regulerdir.

Ornek3. P ayrik olmayan topolojik uzay, Q ayrik topolojik uzay olmak iizere
(X, P, Q) iki topolajili uzayi pairwise regllerdir. Vx € X igin {X} ailesi x’ in P-kapali
Q-komsuluklar bazi ve ayrica Q-kapali P-komsuluklar bazidir.

Tanim4. (X, P, Q) iki topolojili uzay olsun. x # y olan Vx,y € X igin,

xe€UyegeUvey€eV,xg&V

olacak sekilde U € P ve V €Q kumeleri varsa (X,P,Q) iki topolojili uzayina
pairwise T, uzay denir.

Ornek4. Ornek1’ deki (R,s,t) iki topolojili uzayi pairwise T, uzaydir. x # y olan
Vx,yEXiginx <yisex € (—o,y),y & (—o,y) ve y € (x,+m), x & (x,+o0) olacak
bicimde (—o,y) € s ve (x,+) € t kimeleri vardir. y < x durumu igin de benzer
sekilde gosterilebilir.

Onerme2. (X,P,Q) iki topolojili uzayinin pairwise T, olmasi icin gerek ve yeter
kosul (X,P) ve (X, Q) topolojik uzaylarinin T, olmasidir.

ispat: (=): (X,P, Q) iki topolojili uzay pairwise T; olsun. O zaman x # y olacak
sekildeki x,y € X icin x € U;, y¢ U; ve x ¢V;, y €V, olacak sekilde U, € P ve
V, € Q vardir. Benzer sekilde x ¢ U,, y € U, ve x € V,, y € V, olacak sekilde U, € P
ve V, € @ vardir. O halde,

x€U,yeU vexegU, yeU,

olacak sekilde U,,U, € P vardir. Dolayisiyla (X,P) topolojik uzay! bir T, uzaydir.
Benzer sekilde (X, Q) topolojik uzayinin da T; oldugu gorulebilir.

(&=): (X, P) ve (X, Q) topolojik uzaylari T; olsun. O zaman x # y olacak sekildeki
x,y € X noktalarini digtnelim. O zaman x € U,, y ¢ U, ve x ¢ U,, y € U, olacak
sekilde U,,U, € P vardir. Benzer sekilde x eV,, y ¢V, ve x ¢ V,, y €V, olacak
sekilde V;,V, € Q vardir. Buradan,

xeU,yeU vexegV, yeV,
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olacak sekilde U, € P ve V, € Q elde edilir. O halde (X,%P,Q) iki topolojili uzayi
pairwise T,’ dir.

Tanim5. (X, P, Q) iki topolojili uzay olsun. x # y olan vx,y e X icinx e Uve y €V
olacak sekilde U €  ve V € Q ayrik kimeleri varsa (X,%, Q) iki topolojili uzayina
pairwise Hausdorff uzay denir.

Onerme3. (X, P, Q) pairwise Hausdorff ise (X, P) ve (X,Q) topolojik uzaylari T,’ dir.
ispat: (X,?, Q) pairwise Hausdorff, x # y ve x,y € X olsun. x € U; ve y € V; olacak
sekilde U, € P ve V; € Q ayrik kiimeleri vardir. Benzer sekilde y € U, ve x €V,
olacak sekilde U, € P ve V, € @ ayrik kimeleri vardir. O halde x € U,, y ¢ U; ve
x & U,, y € U, olacak sekilde U,,U, € Pvar oldugundan (X,?) topolojik uzayi T;’
dir. Benzer sekilde (X, Q) topolojik uzayinin da T; oldugu gdsterilebilir.

Ornek5. P ayrik topoloji, @ ayrik olmayan topoloji olmak lzere (X,P,Q) iki
topoloijili uzay! pairwise Hausdorff degildir.

Onermea4. Bir X kiimesi (izerindeki p ve q eslenik quasi-pseudo metriklerinin quasi
metrik olmasi igin gerek ve yeter kosul (X,1,,1,) iki topolojili uzayinin pairwise
Hausdorff olmasidir.

ispat: (=): p ve q eslenik quasi-pseudo metrikler, x,y € X ve x #y olsun. O
zaman p(x,y) = ¢ olacak sekilde € > 0 gergel sayisi vardir. Buradan

B, (x’ ;) €1, B, (y, ;) € 14 Ve B, (x, %) N B, (y, %) =0

olur. Gergekten B, (x, g) N B, (y, g) + @ olsun. O zaman 3z € X icin,

z € B, (x,5) n B, (y,%) dir. Buradan p(x,2) < £ ve q(,2) = p(z,) < oldugundan
p(x,y) < p(x,2) + p(z,y) < +-= ¢ elde edilir. Bu ise p(x,y) =¢ olmasi ile
celisir.

(&):x,y € X ve x # y olsun. (X,1,,1,) pairwise Hausdorff oldugundan uygun bir
€ >0 igin y & B,(x,¢) olur. O halde p(x,y) # 0’ dir. Dolayisiyla p, quasi metriktir.
Benzer sekilde g’ nun da quasi metrik oldugu goéralar.

Ornek6. X = R, P, ayrik topoloji ve Q, sonlu tiimleyenler topolojisi olmak iizere
(R, P, Q) pairwise Hausdorfftur. Gergekten x # y, x,y € R olsun. x € {x}, y € (R —
{x}), {x}eP ve R-{x}) e olup {x}n(R—-{x}) =0 oldugundan (R,P,Q)
pairwise Hausdorfftur. Ancak (X,Q) Hausdorff degildir. (X,Q) Hausdorff olsun.
x#y,x,y€ Rigin xeU ve y €V olacak sekilde U,V € @ ayrik kimeleri vardir.
UNV =@ oldugundan U< (R—-V) dir. U, sonsuz, (R—V) sonlu kime
oldugundan celiski elde edilir. (R, Q) Hausdorff degildir.

Tanim6. (X, P, Q) iki topolojili uzayi verilsin. H ve K sirasiyla X’ in P-kapal ve Q-
kapall ayrik alt kimeleri verildiinde H €V ve K € U olacak sekilde U e P ve
V € Q ayrik kiimeleri varsa (X, P, Q) iki topolojili uzayina pairwise normal denir.
Ornek7. Ornek1’ deki (R,s,t) iki topolojili uzayl pairwise normaldir. (R,s,t) iki
topolojili uzayinda a,b € R igin [a, o) kiimesi s-kapali, (—o, b] kiimesi t-kapall ve
[a, ) N (—, b] = @ olsun. O zaman,
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[a,0) € (%2,00) ve (=0, b] € (o0, %2)

olacak sekilde ayrik (—00, azib) Esve (azib,OO) € t kimeleri vardir. O halde (R, s, t)
iki topolojili uzay! pairwise normaldir.

Onerme5. (X, P, Q) iki topolojili uzayinin pairwise normal olmasi igin gerek ve yeter
kosul H, Q-kapal, U € P ve H < U iken,

HESVEKcU

olacak sekilde V € P ve K, Q-kapali kimelerinin olmasidir.

ispat: (=): (X, P,Q) pairwise normal, H, Q-kapali, U € P ve H € U olsun. (X — U),
P-kapall ve HN (X —U) = @ oldugundan HCS G, (X —U) <V ve GNV = @ olacak
sekilde G € P ve Q-kapali (X —V) kimesi vardir. Ayrica HES GS (X-V)cU
oldugundan istenen saglanmis olur.

(&):H, P-kapal, K, Q-kapal ve HNK =0olsun. (X—H)eP ve K< (X —H)
oldugundan,

KSUCFc(X—-H)

olacak sekilde U € P ve F, Q-kapal kimeleri vardirr K C U, HS (X —F), U€E P ve
(X — F) € Q oldugundan (X, P, Q) pairwise normaldir.

Tanim7. (X, P, Q) iki topolojili uzay: ve f: X — R fonksiyonu verilsin. Eger a € R igin
f*((a, ) ={x € X:f(x) >a} € P oluyorsa f' ye P-alt yar sirekli fonksiyon
denir. Eger a € R igin f~1((—»,a)) = {x € X: f(x) < a} € P oluyorsa f’ ye P-iist
yari stirekli fonksiyon denir.

Teoreml. (Urysohn Lemma) (X, P, Q) iki topolojili uzayinin pairwise normal olmasi
icin gerek ve yeter kosul H, P-kapall ve K, Q-kapali ayrik kimeleri i¢in agagidaki
kosullari saglayan bir g: X — [0,1] fonksiyonunun var olmasidir.

(@) g(K) = {0} ve g(H) = {1}

(b) g, P — Ust yari stirekli ve Q — alt yari streklidir.

ispat:(=): Kabul edelim ki (X, P, Q) iki topolojili uzay! pairwise normal olsun. H, P-
kapall ve K, Q-kapali ayrik kiimeler olsunlar. K, = G ve G; = (X — H) olarak alalim.
Bu durumda K,, Q-kapali, G,, P-aclk ve K, € G, olur. (X,P,Q) pairwise normal
oldugundan K, < 61 c K1 C G, olacak sekilde 61 P-acik ve K1 Q-kapali kimeleri

vardir. K, 61 ve K1 61 kumelerlne aynl islem devam ettirilirse;

Kh€EG1SK1€G1€EK1ESG6G3ESEK3C€G;

[
w

ENIE
NI
N| =
|
Blw
|

olacak sekilde G1 G3 P-acik, K1 K3 Q-kapali kiimeleri vardir. Bu igleme devam

edildiginde q € N+ oImak Uzere;
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p=12..,29—ligin (K,),_»
=L
p=12,..,29—-1igin (GS)S

, Q-kapall
P-acik

—AI
=5
kimelerini elde ederiz. Eger s baska bir diyadik sayi ise,

@, s<O0ise

K—{ @, s <0ise
ST X, s=1ise

ve GS:{X, s> lise

olsun. Bu durumda r < s < tigin K, € G; < K, < G, olur. g: X - [0,1] fonksiyonu

9(x) = {inf{t:x € G}, {ttxeG}+0

1, diger durumda

olarak tanimlansin.

(a) Eger x e K = K, igin g(x) = inf{t:x € G;.} =0 olur. x € H ise x ¢ (X — H)' dur.
O zaman Vt igin x ¢ G,’ dir. {t:x € G;} =@ oldugundan g(x) =1 dir. O halde
g(K) = {0} ve g(H) = {1} dir.

(b0 <a<1igin g7([0,a)) ={x € X: g(x) < a} oldugundan t<a <1 ve x €G,
olacak sekilde 3t vardir. Dolayistyla g=([0,@)) = U<y G¢ € P olur. O halde P-Ust
yari sureklidir.

0<a<bicing(x)>aolsun. t < aise x ¢ G,’ dir. O zaman 3r < t i¢in x ¢ K,’ dir.
x € (X — K,) oldugundan x € (X — K,) € g7*((a,1]) olur. Bu nedenle g~'((a,1] €
@’ dur. O halde g, Q-alt yari sureklidir.

(&): Hn K = ¢ olacak sekilde H, P-kapali, K, Q-kapali kimeler olsunlar. g(K) =
{0} ve g(H) = {1} olacak sekilde P-Ust yar sirekli, Q-alt yari strekli g: X — [0,1]

fonksiyonunu alalim. g, P-Ust yari surekli oldugundan U=g'1([0'%))=

{x € X:g(x) <§} €P dir ve K< U olur. g, Q-alt yar surekli oldugundan V =
g ! (G 1]) = {x €EX:iglx)> %} €Q dur ve HCSV olur. Ayrica UnV =0
oldugundan (X, 2, Q) iki topolojili uzayi pairwise normaldir.

Tanim8. (X,P, Q) iki topolojili uzay olsun. Eger P ve Q' nun sayilabilir birer bazi
varsa (X, P, Q) iki topolojili uzayina ikinci sayilabilir denir.

Lemmal. lkinci sayilabilir ve pairwise reguler bir iki topolojili uzay pairwise
normaldir.

Ispat: (X,P,Q) iki topolojili uzay: ikinci sayilabilir ve pairwise reguler olsun. O
zaman P ve Q' nun her ikisininde sayilabilir bazlari vardir.

By = {P;:n € N} ve By, = {Q,:n € N}
sirasiyla P ve Q igin sayilabilir bazlar olsunlar. F, P-kapali, K, Q-kapali ve F N K =

@ olsun. (X, P, Q) pairwise regller oldugundan x € F ise,
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x €9y Cclp(Qn) € (X —K)
olacak sekilde Q;; € B, kiimesi vardir. Ayni sekilde y € K ise,
yeEPR Scly(P)S (X —F)

olacak sekilde P, € By kiimesi vardir.
y€e P isey¢X— P olup,

P S cly(Pp) € P
olacak sekilde P, € B, kiimesi vardir. Benzer sekilde,

Om Sclp(@m) € On

olacak gekilde 97, € B, kimesi vardir.

Boyle devam edilirse G = {B):y € K} ailesi ile K’ nin bir P-agik Ortiisii ve H =
{Qn:x € F} ailesi ile F’ nin bir Q-agik 6rtisl elde edilmig olur. G € By ve H S B,
oldugundan G ve H ailesi sayilabilirdir. Bu ortller i¢in yeni bir indeksleme yapilirsa,
{P,:m €N}, K’ yi1 orten ve G’ nin elemanlarindan olusan sayilabilir bir aile ve
{Q,,: m € N}, F’ yi 6rten ve H’ nin elemanlarindan olusan sayilabilir bir aile olur.

O = (Qm — Ukem(clg(P))) Ve P, = (P, — Ukem(clp(Qi)))
olarak tanimlansin.
U= UmenPn VeV =Upmen9m

olsun. UnV =@’ dir. Bunu kanitlamak i¢cin UNV # @ oldugunu varsayalim. O
zaman 3z € X igin z € U ve z € V olur. U ve V' nin tanimindan 3m, € N; z € Py, ve
Ing €EN; z€Qr " dir. Pp, ve Qr tanimindan z € B, , 2 € Ugem, clp(Qx) Ve 2 € Oy,
Z & Ugen, clg(Py) olur. Buradan Vk < my igin z & clp(Qy), Yk < ng igin z & cly(Py)
elde edilir. Eger my < n, ise z & cly(Py,) olur ki z € P,  olmasi ile geligir. Eger
ny < my ise z & clp(Qy,) olur ki z € 9, olmasi ile geligir. O zaman U NV = @’ dir.
Simdi F € V oldugunu gosterelim. x € F ise x € Q,, olacak sekilde m € N vardr.
k <m igin cly(P) € (X —F) oldugundan x ¢ cly(P,) olur. O halde x € V olur.
Benzer sekilde K < U oldugu goralir.

Tanim9. X Uzerindeki bir 7 topolojisinde x’ i iceren her G € T agik kimesi i¢in
Vo = gy,x, € G olacak sekilde bir o, € ¥ varsa x € X noktasi, X Uzerinde bir
{x5: 0 € Z} aginin t limit noktasi olarak adlandirilir.
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Tanim10. (X, 7y, 7,) iki topolojili uzay olsun. Eger X Ulzerindeki bir {x,: o € £} agi
icin x € lim; x, ve y € lim;,x, oldugunda cl,, (x) = cl,,(y) oluyorsa (X,1,,7;) iki
topolojili uzayina pairwise weakly Hausdorff denir.

Ornek8. X = {a,b,c} ve 1 =1, =1, = {0,X,{a}, {b,c}} olsun. (X,74,7,) iki topolojili
uzay! pairwise weakly Hausdorff fakat pairwise Hausdorff degildir.

Simdi a, b € lim; x, = lim;,x, olsun.

a€limx, aelU={alet,30, €L D0 =0y icinx, € U={a}
belimx, ©beV ={b,c}e1,30, €Z3 0=0;ig¢inx, €V ={b,c}
2 yonlendirilmis oldugundan 30, € ¥ 3 g, > g, ve g, > g, vardir.
=2>0>0,i¢cinx, EUNV =@. Dolayisiyla a,b € lim,x, olacak sekilde X’ de
{x,:0 € Z} agi yoktur.
b,c € limx, = cl{b} = cl{c}
dir. Boylece (X,t,,7,) iki topolojili uzayl pairwise weakly Hausdorfftur. Pairwise
Hausdorff olmadigini gésterelim.
b,ceXiginbeUEe€rt,ceV e, aindiinda U =X veya U = {b,c} ve V = X veya
V ={b,c}olmak zorunda olup UNnV # @ olur. Dolayisiyla (X,7;,7,) iki topolojili
uzay! pairwise Hausdorff degildir.
Tanim1l. (X, 7) topolojik uzay ve A € X olsun. A € G olacak sekildeki her G € 7 igin
cl.(A) € G oluyorsa A’ ya g-kapali denir.
D ={A < X: A g — kapali} olsun. Herhangi bir E c X igin;
CI*(E) =Nn{A € D:E c A}
ve
" ={EcX:CI'(X—E) =X —E}
olarak tanimlayalim.
Teorem2. (i) Cl*, X Uzerinde bir Kuratowski operatdr, yani t*, Cl* tarafindan
uretilmis alisilmis topolojidir.
(iltct*
(iii) Vx € X igin ya {x} kapali ya da X — {x} g-kapaldir.
ispat: (i) U e tolsun. X — U € G € T ise X — U kapal oldugundan;
dX-U)=X-UCcCG

olur.
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= X — U g-kapaldir.
=(X-U)=X-U
=Uert’

dir. Boéylece t < 7~ dir.

(iii) vx € X igin kabul edelim ki {x} kapall olmasin. X —{x} € G € T olsun. Bu
durumda G = X — {x} veya G = X dir. G = X — {x} ise G aglk oldugundan {x} kapali
olur. Bu ise kabulimizle ¢elisir. Bdylece G = X dir.

SX-{x}ccG=X
ScdX-{xhcc=X
= X — {x} g-kapaldir.
Tanim12. A, bir (X, ) topolojik uzayinin alt kimesi olsun. Eger,
A c int (cl (int (A))

ise A alt kimesi a — ag¢ik olarak adlandirilir. Bitin a — ag¢ik kiimelerinin ailesi t¢ ile
gOsterilir. O zaman t% , X tzerinde bir topoloji olup, daima 7 < 7% dir.

Tanim13. (X,7,,7,) iki topolojili uzay olsun. Eger Vx € X noktasi ve x ¢ F olacak
sekilde ki her t;-kapali alt kimesi F igin,

FcV,xeUveUNV =0(,jke{12}

olacak sekilde bir 7;-agik kimesi V ve bir 7 -agik kimesi U varsa (X,74,7;) iki
topolojili uzayina (t;, 7;, 7, )-regtiler denir.

Taniml14.(X,t,,t,) iki topolojili uzay ve U, bu uzayin bir 6rtisi olsun. Egder
U c 1, U, ise U Ortuslne t,t,-a¢ik 6rtii denir. Ayrica U, 7, in en az bir elemanini
ve 7,’ nin en az bir elemanini igeriyorsa U 6rtustine pairwise agik denir.

Tanim15. (X, 14, t,) iki topolojili uzay olsun. Eger (X, 7,, 7,) iki topolojili uzayinin her
pairwise agik ortisi sonlu bir alt 6rtliye sahipse bu uzaya pairwise kompakt denir.
Ornek9. R reel sayilar kiimesi, R = {@, R, (a, +»):a € R} ve Q = {@, R, (—»,a):a €
R} olsun. U, (R,R,Q) nun bir pairwise agik ortlisi olsun. Bir (b,+®)=U €U
alalim. Eger b < a olacak sekilde bir (—o,a) =V € U varsa {U,V} € U bir ortl olur.
Aksi halde ¢ = sup{a: (—o,a) € Uvea < b} €R vardir. O zaman c € (by, +®) =
U, € U olacak sekilde bir U, € U vardir. ¢’ den dolayi (—,a,) =V, ve by < ay <c¢
olacak sekilde V, € U vardir. Bu durumda {V,,U,, U} €U, R’ yi orter. Boylece
(R, R, Q) pairwise kompakittir.
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Tanim16. (X, 14, 1,) iki topolojili uzay olsun. E§er (X, t4, t,) iki topolojili uzayinin her
pairwise agik ortlist sayilabilir bir alt értiiye sahipse bu uzaya pairwise Lindel6ff
uzay denir.

Onerme6. Herhangi bir ikinci sayilabilir iki topolojili uzay pairwise Lindeldfftir.
ispat: (X,7,,7,) ikinci sayilabilir iki topolojili uzay, {B,}r-, ve {Cp}n-, Sirasiyla 7,
ve 1, igin sayilabilir bazlar ve U = {U,:a € A}, X’ in pairwise agik 6rtisi olsun.
Bazi U, € UnNnTt; igin B, c U, olacak sekildeki n tamsayilarinin kimesi N ve bazi
U, eUnT, igin C, cU, olacak sekildeki m tamsayillarinin kimesi M olsun.
B, c U, olacak sekildeki U,’ larin biri V}, ve C,, c U, olacak sekildeki U,’ larin biri
W, ile tanimlansin. O zaman U*={V,:n e N}U{W,,:m €M}, X icin U nun
sayllabilir bir alt ortistdir. x € X olsun. U, X" i orttiglnden x € Uy olacak sekilde
Ug € U vardir. Simdi Ug, ya t,-aglk ya da t,-aciktir. EGer Ug, 7,-agik ise x € By
U olacak sekilde bir k tamsayisi vardir. Boylece x € B, c V. olacak sekilde bir
Vi € U" kimesi vardir. Benzer sekilde; eger Uz, 1,-acik ise x € C; ¢ Ug olacak
sekilde bir [ tamsayisi vardir. Boylece x € C;, ¢ W, olacak sekilde bir W, € U*
kimesi vardir. Bu durumda (X, 7, 7,) pairwise Lindelofftir.
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