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GRUP HALKALARI VE ONEMi*

Group Rings and The Importance of the Subject*

Melek SENOL Naime EKICi
Matematik Anabilim Dali Matematik Anabilim Dall
OZET

Bu galismada, grup halkasi konusu ele alinmigtir. G bir grup ve rasyonel
tamsayilarin J halkasi ile iligkilendirilmis grup halkasi /G olsun. Grup halkasinda ve
JX serbest grup halkasinda tirev tanimi verilerek Fox tirevinin uygulamasinda
kullanilan bir teorem ve bu teoremin uygulamasi amaci ile birkag érnek verilmistir.
Anahtar Kelimeler: Grup, Halka, Cisim, Grup Halkasli, Fox Turevleri

ABSTRACT

In this study, we deal with the concept of group ring. Let G is a group and
its group ring JG with the concept of group ring. We define derivation in the group
ring and in the free group ring JX and we establish a theorem which we use
applications of Fox’s derivation and we have some examples with applications of
this theorem.
Key Words: Group, Ring, Field, Group Ring, Fox’s Derivation

Giris
K bir cisim ve G sonlu olmasi gerekmeyen garpimsal bir grup olsun. K[G]
grup halkasi «a € G, a, € K olmak Ulzere sonlu sayida a, katsayilar sifirdan farkli

olacak sekilde Y a, - a seklindeki elemanlarin kiimesinden olusur. K[G] grup
halkasinda toplama

(Zaa-a)+(2ba-a) =Z(aa+ba)-a
skalerle carpma

b(Zaa-a)=Z(b-aa)-a, (beK)

ve garpma

* Yiksek Lisans Tezi-MSc. Thesis
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(Yors)( Tor )= Y armyan =Y s

XEG YEG X,YEG ZEG

seklinde tanimhdir. Burada

c; = z ay b, = Zaxbx—lz

xXy=z xXeG

dir. K[G] grup halkasi G tabanh K -vektor uzayidir. K[G] bir halkadir ve aslinda bir
K —cebirdir.

Bu kisimda herhangi bir G grubu ve rasyonel tam sayilarin J halkasi ile
iliskilendirilmis JG grup halkasini calisacagiz. Calismamizda R. H. Fox’'un Free
Differantial Calculus I. Derivation in the Free Group Ring ve W. Lin’in Application of
Fox’s Derivation in Determining the Generators of a Group isimli makalelerini
inceleyerek orneklerle zenginlestirdik.

J nin a elemani JG nin a-1 elemani ile ve G ning elemani JG nin 1.-g
elemani ile tanimlanabilir. Béylece J ve G, JG nin alt kiimeleri olarak gérulebilir.

Bir G grubundan bir H grubuna i homomorfizmasi JG den JH a bir halka
homomorfizmasini belirler. Ayni y sembollu tarafindan belirtlen bu halka
homomorfizmasi, grup-homomorfizmasinin lineer geniglemesidir. 1/)(2 agg) =
Y agz(g) seklinde tamimhdir ve ] nin her elemanini sabit birakir. ¥ grup-
homomorfizmasinin ¢gekirdegi, ¥ tarafindan H nin birim elemani 1 e déndstirilen G
nin elemanlarindan olusan normal alt grup N dir. ¥ halka-homomorfizmasinin
cekirdegi, y tarafindan JH n sifir elemanina dénustirtlen JG nin elemanlarindan
olusan 9t idealidir. Bu sekilde 9t ideali her normal N alt grubuna karsilik getirilebilir.
Karsit olarak JG de ki her Mt ideali G nin bir normal alt grubunu tanimlar. Bu alt
grup, JG — JG /M halka homomorfizmasi tarafindan G nin 1 e dénustirilen
elemanlarindan olusur. Ac¢ik bir sekilde verilen bir N normal alt grubuna karsilik
gelen 9t ideali N vyi belirler ve N yi belirleyen JG nin en kiguk idealidir. Eger
ny,n,, -+ G de N yi Uretiyor ise o zaman n; — 1,n, —1---JG de N vyi Uretir.

o:G— 1 asikar homomorfizmasi tarafindan belirlenen o:JG — ]
homomorfizmasinin 6zel bir énemi vardir. JG nin Y a,g elemani, o tarafindan
katsayilarin  toplamina ° (Y a,g9) =Y a,°(g9) =X a, donlstirlir. o halka-
homomorfizmasinin ¢ekirdedi yani G  nin kendisine karsilik gelen ® ideali,
katsayilarin toplami sifir olan bitliin elemanlardan olusur.  ye JG nin temel ideali
denir.

JG grup halkasinda ki tlirev JG den JG ye bir D donlisim ile gosterilir ve
asagidakileri saglar.
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D(u+7v) =Du+Dv (1.1)
D(w-v)=Du- (v)+u-Dv, u,v € JG. 1.2.)
D(gh) = Dg + gDh, g.hEG. (1.2)
Da =0, a€j. (1.3)
D(Xa,9) =X a,Dg, (1.4.)
D(uy - up - wy) = X uy w1 Dy -0 (Uipq) o (wy), (1.5)
D(g™") =-g~'Dg, g €G. (1.6.)

JG de ki turev bir sag JG-modil belirler ve bu modilde toplama (D, +
D)u = D;u + D,u ve sag-carpim, JG nin bir v elemani icin (D-v)u=Du-v
seklinde tanimlidir.

Bir X serbest grubu, (x) = (x4, x,,--+) Uretegler kiimesine sahiptir. X in bir
elemani, kelimelerin bir u denklik sinifidir dyle ki bir tek gdsterime sahip olan
indirgenmis kelime &, = +1,j, = jes1 iGN &, + &4, # 0 olmak tzere [}_, xjs,f ile
gOsterilir. u nun uzunlugu indirgenmis temsilci kelimenin [ uzunlugudur. Birim
eleman 1, bos kelime ile temsil edilir ve uzunlugu sifirdir. u nun u~? tersi ]'[,1(=lxj7f"
indirgenmis kelimesi ile temsil edilir.

JX serbest grup halkasinin bir elemani f(x) =Y a,u, u € X,a, €] serbest
polinomudur. X den bir G grubuna ¢ homomorfizmasi
() = (p(x)) = (@(xy), p(x,) ) seklinde tanimh  bir  dénistimdir. Bu
homomorfizmanin belirledigi halka homomorfizmasi ¢:JX — JG, f(x) —
f(¢(x) =X a,¢) seklinde tanimli bir dénistimdir. Ozel olarak o:JX — ]
homomorfizmasi f(x) — f(1) = Y a, o (x) = Y, a, seklinde tanimhdir. /X in X temel
ideali f(1) =0 olan f(x) polinomlarindan olusur. /X de ki tUrevlerin kiimesi 6zel
basit bir yapiya sahiptir.

Teorem 1. X in her bir x; Uretecine f(x) — D;f(x) =ij(x) = d0f (x)/0x; turevi
karsilik gelir ve buna x; ye gore tlrev denir. Bu tlrev

axk

e =, (Kroneker delta) (1.7)

dzelligine sahiptir. Dahasi f(x) — f'(x) seklinde taniml bir ve yalniz bir tirev
vardir oyle ki x;,x,,:+ Vi JX in dnceden belirlenmis h;(x), h,(x), - elemanlarina
dondstirir. Bu tlrevin formali
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) =5% 2 (). (1.8)

ispat. Her j indeksi ve X in u elemani igin

. 1,eger x;, indirgenmis temsilci kelime u nun baslangi¢ kismi ise
Gou = { e
0, aksi takdirde

seklinde tanimlansin. Bu tanimin lineer olarak JX e genisletiimesi (j, f(x)) =

(4, Y ayu) = Y a,(j, u) seklindedir.
Her j indeksi, X in w elemani ve f(x) serbest polinomu igin

Gow, fQ) = (G, w () = G, w (1)

seklinde tanimlansin. (j,w,u) ={(j,w™tu) — (j,w™1) ifadesi w,u nun bir baslangig
kismi degilse sifirdir. Cinkd x; nin w~lu nun baglangi¢ kismi olmasi igin gerek ve
yeter kosul x; nin w™' in bir baslangig kismi olmasidir. j ve f(x) verilsin
Gow, f(x)) = (,w, X a,u) =Y a,(j,w,u) tamsayisi X in w elemanlarinin bir sonlu
sayis| harig sifira esittir. x; ye gore f(x) in tlrevini

af (x)

axj

= D Gw fCw

WEX

seklinde tanimlayalim. Agik bir sekilde f(x) turevi (1.1) i saglar. Boylece (1.2) nin
(1.2") 6zel durumunu ispatlamak uygundur. u, v € X olsun.

o(uv) _
aX]'

Zw((wtuw) = (,w ™ Hw

= ZW(U,W_IU.) - (]"W—l))w + Zw((j: W_luv) - (]', W_1u>)W
=Xw@w™u) = Gw INDw + u X (G, t 7y — Gt T)E

_ ou ov
0x]- 0x]-

(1.7) in ispati i¢in x;, nin baslangi¢ kisimlarini 1 ve x;, olarak gorelim. Bdylece

Bxk _
an

Uo L xie) + (o Xes X)X

= () = G, 1) + (G, 1) = G, g D,
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= (8 = 0) + (0 — 0)x,.

of(x)
6xj ’

Son olarak (1.8) i ispatlayalim. j indislerinin sonlu sayisi hari¢ tanimh

olmadigindan ijf—ix')-hj(x) toplami sonludur. JX de ki tlrevler bir sag JX-modul
! f(x)
ax]'
X, — hy(x) dir. Eger f(x) — f'(x), xq, %5, Yihy(x),h,(x),-- e gbtiiren herhangi

bir tirev donisimi ise o zaman f(x) — f'(x)—Zjagi’f)-hj(x), her x;yi 0 a
]

gétiiren bir tiirev doniisiimiidir. Boylece her x;', —x;* - 0 = 0 a gider. (1.1) ve (1.2)

formunda oldugu igin f(x) — X; - h;(x) bir tirevdir. Dahasi her k indeksi igin

ox
fx) = fx)—fQA), x4,x5,+ Vyi x,—1,x,—1,--- e gobturen bir tlrev
dénugumudur. (1.8) den

den JX in her elemani 0 a déniisiir. Béylece f'(x) = %; L% h,(x) dir.
J

) =F)+ 5,52 (5= 1) (1.9)
temel formull elde edilir. Bu formul JX in herhangi bir f(x) elemanini f(1) den ve
Dif(x), j = 1,2, threvi Ozel olarak X serbest grubunun herhangi bir u elemanini
ou/dx, , du/dx, ,-- tirevlerinden kurtarir.

Bir dretecin bir kuvvetinin turevi (1.9) temel formulinden kolaylikla
hesaplanir

P _ _ p-1
Djx; = e 1+ 4+ x p=1(1.10)
=0 r=0,
— p p+1 -1
=X —X X p<-1

Bu formil ve (1.5) den u € X elemani

— p1 Pz .. Pq
U = UpX; U X7 U X U

formunda yazilabilir. Burada py, p,, -+, pq sifirdan farklh tamsayilardir ve indirgenmis
temsilci kelimeler wg, uy, -+, u,4 x; Uretecini icermez.
P

ou P1 .. i -1

q
T = Lj=q UoX; Uj—
axj 21=1 0%y i-1 xj-1

(1.11.)

ifadesi elde edilir.
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Ornek 1: X serbest grubunun lreteg kiimesi (x) = (x;,x;) Ve u = xZxfx,x x5x3 x5
olsun.

_ 4 3 _ V3 P1 X1
Dy (w) = Dy (upx{usxqupxius) = Yiog Uy "'ui—1_xl_1
4 3
x1—1 4, X1—1 4 xi—1
=u + UgXTU =— + UgXT U X U, ——
0%, 1 0X1ty T 0X U Xy Uz S T

up(1 + 2, +x2 + x3) + upxtuy + ugxfuxu, (1 + x; + x2)

=x2(1 4+ x; + x2 +x3) + x2xtx, + x2xtxx0, x5 (1 + x1 + x2)

p;
_ 2.4 4..3..5\ _ V4 p1 X, —1
Dy (w) = Dy (x5 X7 X321 X5X7X3) = XNijmq UpXy '+  Ujmg o1
2 4 5
x5—1 2. x2—1 2 x5 —1 2 4. x3—1
= + X5U; =+ X5UL XUy —— F+ X5UL XUy X Uy ——
o U T 2UrXaUs D 7 2UrXaUpXo Uz

=1+ x, + x5xf + x2x7x,0, (1 + x5 + x7 + x3) + x5xtx,x 033 (1 + x, +
x5+ x3 + x3)

Ornek 2: m,n > 0 olmak lizere
Dy (e agar ™™ = (L4 xq + o+ 27D + " xg (—x™ = 2y — e = a7 )
= (1 —x"xPx7™) (A +xg + -+ 2" 7).

F serbest grubunun bazi x;, x,, -+, x, olsun. j = 1,2,--,n igin x; € ZF olmak
Uzere o) x; ye gore kismi Fox turevi olsun Oyle ki dx;/dx; = &;; dir(5;; Kroneker
9yi|| — | 9(y1.Yy2,¥n)
0x; 0(x1,%2,",%Xn)

ifadesi Jacobian matrisi belirtsin. 1973 de Birman “ y,,y,, -+, v, F yi Uretir ancak ve

delta). y;,¥,, -, ¥, F nin elemanlarinin bir kiimesi olsun ve

ay; . L o . » L
ancak |a—9yc‘ Jacobian matrisinin sag tersi vardir” teoremini ispatladi. N < F olmak

Uzere y;,¥3,*, ¥, elemanlarinin kimesinin G = F/N nin Urete¢ kimesi olmasi i¢in
gerek ve yeter kosullari belirleyelim.

Teorem 2: F, x4, x,,+, X, bazina sahip bir serbest grup ve N, F nin hormal alt grubu
Ve ¥1,¥,, -, Y, Fnin elemanlarinin bir kimesi olsun. O zaman {y;,v;,,Vn}
kimesinin F/N nin Urete¢ kimesi olmasi icin gerek ve yeter kosul ZF Uzerinde
n x n tipinde bir A = (a;;) matrisi vardir dyle ki gy, g,,,gn € ZF Ve hy, hy, -, hy, €
N olmak uzere
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ahl

(ay) |22

olmasidir. Burada E,n X n tipinde birim matris ve diag(g4, g2, -, g») €sas kdsegen
elemanlari g4, g5+, g» 0lan n x n tipinde kdsegen matristir.

| +d|ag(g1v g2, rgn)

ispat. Eder (71,75, -,¥.}, F/N nin lrete¢ kimesi ise x; =X,y %2, V)
Y1, V2 -+, Y de bir kelimedir. Boylece x; = W;(yy, Y2, -, ¥ )hi, h; € N dir. ZF de

axi d aVVl ahl

o= —{Wi(}’p}’z"“'}’n)hi} =—+W,

i - ax] ax] ax] la_xj

elde edilir. (1.2") 6zellikten

ik ’ a'k € Zl ,1 S K n
a.x] l a t

dir. A = (a;;) ve g; = W;,i = 1,2,--n olsun. O zaman

(au) ||ayl

ahl

| +diag(gs, 92, ga)

esitligi elde edilir.
Tersine

dy; oh
(alj) || 2 || +d|ag(g11921"';gn) | L|| E olsun.

Burada g4, 9,,**, gn € ZF ve hy, h,, -+, h, € N dir. O zaman

n

9y oh;
Zaika_xj‘l'gia_xj= 0;;
k=1

olur. Esitligin her iki tarafini x; — 1 ile garpalim ve j Uzerinde toplam alalim.

n n a n ah n
Y i
IWRRNID FECTERED IR
j=1 J j=1

j=1k=1
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dir. Fox' un temel formiilii (1.9) dan ¥7_ 1‘;”‘ (xi—1)=y—1ve T lzh’ (% —

1) = h; — 1 elde edilir. Béylece
Yi=10x Ok =D+ gi(hi—1) =x,—1 ve
i 7k — 1) =x;—1mod ZF(N — 1)

elde edilir. (Cohen, 1972) den y;,y,, -+, ¥, F/N nin Urete¢ kimesidir.

Ornek 3: F={(x;,x;), N=F', y, =x7', y,=x, olsun. y; = E = x{F' ve
Yy, = x, = x,F' olmak Uzere y;, y, F/F' igin Urete¢ kimesi midir?

Goziim. y;, y, nin F/F' nin Urete¢ kiimesi olmasi i¢in

[au a12] 6yl

a1 04y + dlag(g1'921'"rgn)
LF ve hy,h, € N elemanlari bqunmaI|d|r

= E olacak sekilde A matrisi, g4, g, €

91
oyi|| _ |ox1 oxa| _ [-xyt O
ax; BYZ Y2 0 1
0x,
Ohy  Ohy
a11 ‘112” 0]+[g1 0] Oxy  0xz| _ [1 O]
a21 Az 1 0 g,l|%h2 0h2 0 1
|0x1 Oxy
g
[_auxfl a12] 6x1 915, [1
-1 oh dh
—Q1X; Ay J2=—= g2=—= 01
0x1 0x; |
any
—Qq1X{ =1
X+ gio— s
any
a;; + 915, = 0
dhy
—QAy1X] =0
X1+ g2 9%
ah,
a2 t 25— oy 1
1 xo1_ -1 _ -1.-1 _ o ~
A= xZO o (J)C2 . vhe =[xt %] = 0 ' xx  hy = 15 g = X7,
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g, = 1 olarak alinirsa istenen elde edilir.
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