C.U Fen ve Miihendislik Bilimleri Dergisi Y11:2011 Cilt:26-1

ESAS GRUPOIDLER VE UYGULAMALARI"

Fundamental grupoids and its applications

Ayse COBANKAYA Dogan DONMEZ
Matematik Anabilim Dal Matematik Anabilim Dal
OZET

Bu calismada bir topolojik uzayin esas grupoidi tanimlandi ve esas
grupoidin topolojik uzaylar kategorisine kovaryant bir funktor oldugu gosterildi.
Daha sonra Seifert-van Kampen teoreminin daha genel seklinin bir ispati verildi.
Ayrica grupoidler arasinda o6rti morfizmalar calisildi ve ylkseltme teoremi
ispatlandi.
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ABSTRACT

In this thesis, the fundamental grupoid of a topological space is defined
and proved to be a covariant functor from the category of topological spaces to be
category of grupoids. Also a proof of a more general form of the Seifert-Van
Kampen theorem is given. We also study the concept of covering morphism
between groupoids and a lifting theorem is proven.
Key Words: Topological Spaces, Fundamental Grup, Covering Spaces,
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Giris
Tanim 1: Bir C kategorisi ,
1. ObcC ile gbsterilen, C nin objelerinin sinifi,
2. Vx,y € ObjC i¢in C(x,y) ile gbsterilen ( ve elemanlarina x den y ye
morfizmalar diyecedimiz ve f:x — y seklinde gésterecegimiz )
kimelerden olusur.

* YUksek Lisans Tezi-MSc. Thesis
Morfizmalar arasindaki bir bileske islemi:
C(y,z) X C(x,y) » C(y,2)
(g, f)— gf (Bazi 06zel kategorilerde g+ f

seklinde yazacagiz.)
Asagidaki kosullar saglanmahdir.

0] Vh e C(z,w), Vg € C(y,2),Vf € C(x,y) igin (hg)f = h(gf)

(i) Vx € 0bjC icin 1, € C(x,x) vardir dyle ki Vg € C(w,x) ve Vf € C(x,y)

icin 1,9 = g ve f1, = f
£, C nin bir morfizmasi ise bazen f € C yazacagiz.

* Yiiksek Lisans Tezi-MSc. Thesis
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Tanim 2 : Bir kategorinin nesneleri toplulugu bir kime ise o kategoriye klglk
kategori denir.

Ornek 1 : X bir topolojik uzay, PX
Obijeleri: X in noktalari
Morfizmalari: PX(x,y) = {a:x,y € X icina : x den y ye giden yol }
olmak Uzere PX bir kiigUk kategoridir.
Ornek 2 : X bir topolojik uzay, =X
Obijeleri: X in noktalari
Morfizmalari: x den y ye giden yollarin denklik sinifi
olacak sekilde X kategorisini olusturalim.
Denklik bagintisini su sekilde tanimlayalim.
a,b € PX(x,y) ve |a| = |b| = r olsun.
F(s,0) =a(s), F(s,q) =b(s), se€[0,q]
F(0,t) = x, F(r,t) =y, y €10,q]

olacak sekilde F:[0,r] x [0,q] —» X surekli fonksiyonu varsa F ye a ile b arasinda
homotopidir deriz ve a ile b homotopiktir denir ve aHb ile gosterilir.
Tanim 3 : a,b € PX(x,y) olsun. a ~ b & (r + a)H(s + b) olacak sekilde r,s =0
vardir.
Tanim 4 : C ve D iki kategori olsun.
(i) 0bD < 0bjC
(i) Vx,y € 0bjD icin D(x,y) € C(x,y)
(iii) D’nin morfizma bileske islemi C’nin ki ile ayni ise D, C’'nin alt kategorisi denir.
Tanim 5 : D, C’nin alt kategorisi ve Vx,y € 0bjD igin D(x,y) = C(x,y) ise D ye C
nin full alt kategorisi denir.
Tanim 6 : D, C nin alt kategorisi ve 0bD = 0bjC ise D ye C nin wide alt kategorisi
denir.
Tanim 7 : Her morfizmasi izomorfizma olan ki¢ik kategoriye grupoid denir.
iddia 1 : (Esas Grupoid) X bir Topolojik uzay ise X kategorisi bir grupoiddir.
Tanim 8 : G bir grupoid olsun.Vx,y € 0bjG icin G(x,y) # @ ise G baglantihdir
deriz.
Tanim 9 : C ve D iki kategori olsun. T : ¢ — D ye bir kovaryant funktor olmasi igin,

1. X € ObjC iken TX € ObjD

2. f €CX,Y)iginTf € D(TX,TY)

(Tf, f den induklenmis morfizma olarak adlandirilir.) olmalidir ve T asagidaki
kosullari saglamalidir.

0] 1: X — X, 1, € C(X,X) birim morfizma olmak Uzere

T1,:TX — TX, birim morfizmadir. Yani T1, = 1,4

(i) f ecX,Y)ve g €C(Y,Z) olmak Uzere T(gf) = TgTf

Teorem 1 : P, Top (topolojik uzaylar kategorisi) kategorisinden SCat kategorisine
bir funktordur.
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Teorem 2 : Esas grupoid Top kategorisinden Grpd kategorisine bir funktordur.
Sonug¢ 1: X, Y ye homeomorf ise X, Y ye izomorftur.
Ornek 3 : ¢, , ¢, iki kategori olsun. ¢; x C, kategorisinin :
Objeleri: x, € ObjC; ve x, € ObjC, olmak Uzere (x;,x,) siral ikilileri yani
0bj(C; x C;) = 0bj(Cy) x 0bj(Cy)
Morfizmalari : (C; X C;)((X1,%X2),(¥1,¥2)) = C1(X1,¥1) X Ca(X2,¥2)
Bilegke islemi sdyle tanimlanir. (b;,b,)(a;,a,) = (b;a;,bya,)
Teorem 3: X =X; X X,isenX =nX; X nX,
Tanim 10 : X, Y bir topolojik uzay ve F: X X [0,q] — Y dénlsum;

fiX—>Y f(x)=F(0)

gX—Y gkx)=F(1)
olan q uzunlugundaki bir homotopi olarak adlandirilacaktir ve F'’ye f ile g
arasindaki homotopidir denir.

Aslinda [0,q] uzunlugundaki bir homotopiyi [0,1] uzunlugundaki bir
homotopi olarakta distnebiliriz.
Teorem 4 : Vx € 0ObjC ve Vy € ObjD igin F(x,—):D — €&, F(—y):C— &
funktorlari igin F(x,—)y = F(—,y)x = F(x,y) olsun. a:x — x' Cdeveb:y — y'
D de morfizmalar olmak lzere yukaridaki diyagram degismeli olsun. Bu durumda
F:C x D — & bir funktor olur.
Teorem 5 : Homotopi funktorlar arasinda bir denklik bagintisidir.
Teorem 6 : f,g:X—Y homotopik dénisim olsun. f,mg: X — Y Yye
homotopiktir.
Tanim 11 : D,C nin alt kategorisi olsun. € nin her objesi ile D nin bir objesine
izomorfik ise D ye C nin representative’i denir.
Teorem 7 : D,C nin alt kategorisi olsun. D, C nin deformation retractidir. & D, C
nin representative full alt kategorisidir.

Tanim 12:
Co = G
izi 2 Uy
uz
Cz — C
diyagrami icin ;
(i) uyi; =uyi, (diyagram degismeli)
ve
(i) |
Co — €,
iV dv,

(%) ,
CZ — C
v,i; = v, i, iken vu; = v;, vu, = v, olacak sekilde tek bir v : ¢ — ¢  morfizmasi
varsa
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Co = €y
iz»l« J Uy
Uz

CZ — C
diyagramina pushout tur denir.
Teorem 8 : C bir kategori olsun. Iki pushout’'un kompozisyonu yine pushout’tur.
Teorem 9: €, D e 0bjC, (C’de degismeli olan kareler) ve D pushoutve c:€ — D
olsun .Bir d: € — D retraction varsa € de pushout tur.

X bir topolojik uzay, ve X,, X;,X, Xin X, = X;NX, ve X = X?UX? olan alt uzaylar
oldugunu varsayacagiz.

Tanim 13: X bir topolojik uzay, A € X olsun. 4, X in her yol bilesenini kesiyorsa
A ya X inrepresantive i denir.

Teorem 10: (Esas Grupoid igin Seifert-van Kampen Teoremi) A her bir X, X;, X,
icin represantive olsun.O zaman

TXgA —— X, A
izi« 2 Uy

XA —25 XA
karesi grupoidler kategorisinde pushouttur.
Teorem 11 : n(S%,1) = Z dir.
Sonug 2 : S, E? nin retract i degildir.
ispat 1:r: E2 — S? retract olsun.
A = {1}igin nE? {1} — nS*{1} = n(S%, 1) = Z retract olur.
Bu durumda r Orten, i birebir olur. (mS*'1 = Z ,7E?=10)
Fakat morfizmalar kiimesi Uizerinde ne i birebir ne de r 6rten oldugundan
S1,E? nin retract i degildir.

Tanim 14 : p:G—G bir morfizma olsun. V& € 0bG igin p: StsX — St;px donusimi
esleme ise p ye 6rti morfizmi denir. G ya G nin bir 6rtii grupoidi denir. G ve G
baglantili ise p baglantihdir denir.

Tanim 15 : p:GG ye herhangi bir morfizma igin ¥ € 0bG olmak lizere G(pX) nin
p(G (%)) alt grubuna % de p nin karakteristik grubu denir.

Yada G & nin karakteristik grubu denir.

Teorem 12 : p : XX 6rtl dénusimi, A € X ve A = p~1(4) olsun.

mp : tXA —mnXA morfizmi 6rtl morfizmidir.

Sonu¢ 3: (S =7Z

Tanim 16 : p: G—G 6rti morfizmasi olsun. G nin bir @ morfizmasina pd nin bir
yukseltmesi ya da ortlisu denir.

Tanim 17 : (Noktali Grupoid)

G bir grupoid ve x € 0bjG ise G, x e noktali grupoiddir denir. Noktali morfizma ise
f:G,xH,y, f:GH morfizma ve fx=y ise f iki noktali grupoid arasinda morfizmadir.
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Tanim 18 : f:G,xH,y noktali morfizmasinin karakteristik grubu f nin de x de
karakteristik grubudur. Ayrica p:GXG,x noktall morfizma ve p:GG ye Ortl
morfizmasi ise p 6rti morfizmasidir.

Teorem 13 : p:G¥—G, x e ortl morfizmi ve f : F,z—G,x F baglantili olacak sekilde
bir morfizma olsun. Bu durumda f,f:F,z—G#% ya yikseltilebilir bir morfizmadir.
© p nin karakteristik grubu f nin karakteristik grubunu igerir. Bu yukseltme varsa
tektir.
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