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REGULER VE STRONGLY REGULER YAKIN HALKALARDA ASAL VE
MAKSIMAL iDEALLER*

Prime And Maximal Ideal in Reguler And Strongly Reguler Near-Rings*

Selahattin KILINC Ahmet TEMIZYUREK
Matematik Anabilim Dali Matematik Anabilim Dali
OzZET

Biz bu calismada yakin-halkalar teorisinde bazi yakin-halka siniflari igin,
asal ve maksimal idealleri inceledik. Reguler, glgli reguler (strongly reguler)
yakin-halkalarin her asal idealinin maksimal ideal oldugu gdsterilmigtir.

Anahtar Kelimeler:Yakin-hakalar, Reguler yakin-halkalar, Asal ideal, Maksimal
Ideal

ABSTRACT

In this study, we have investigated the prime and maximal ideals of some
specia Iclasses of near-rings. Especially we have shown that every prime ideals of
regular and strongly reguler are maximal.
Key Words: Near-rings, Regulernear-rings, Prime ideal , Maximal ideal

Girig

Halkalarin genellestiriimis bir hali olan yakin-halkalarin , halkalardan farkli
olarak , bir halkada birinci iglem degismeli iken yakin-halkalarda birinci islem
degismeli olmak zorunda degildir. Ayrica halkada ikinci iglemin birinci islem
Uzerine dagilma o6zelligi mevcut iken yakin-halkalarda ikinci islemin birinci islem
Uzerine tek yonli dagilma 6zelligine sahip olmasi yeterlidir.

Bu galismada yakin-halkalarda asal ideallerin maksimalligi incelenmistir.

Halkalar teorisindeki bazi sonuglari yakin halkalara uyarlamak mumkuindur.
Halkalar teorisinde her asal idealin maksimal olmadigi fakat bazi 6zel halkalarda
bu iddanin dogru oldugu bilinen bir gergektir. Yakin- halkalarda da benzer bir
durum s6z konusudur. (Birkenmeier, 1999) sifir simetrik yakin-halkalarda N? = N
ise her asal idealin maksimal oldugunu yakin halkalar icin de gostermistir. Acaba
ne zaman bir asal ideal maksimal olur sorusu yakin-halka calisanlarini mesgul
etmisgtir.
Yakin-halkalarin asal idealleri Uzerini ilk calismalar ,(Van der Walt, 1964),
(Laxton,1964), (Beidleman,1967) ve (Rao ,1979) tarafindan yapilmistir. (Murty,
1984) asal ve tamamen asal idealler , (Mason , 1984) isse reguler ve strongly
reguler yakin—halkalar da asal ve maksimal idealleri incelemistir. Bu
calismalardan bir degerlendirme yapilarak her asal idealin maksimal oldugu bazi
yakin-halka siniflari igin incelenmistir.

* Yiiksek Lisans Tezi-MSc. Thesis
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Materyal ve Metot
Yakin-halkalar halkalarin genellemesidir. Kabaca ifade edecek olursak bir
(N,+,.) halkasinda + islemine gére degismeli olmak zorunda olmayan ve sadece
bir taraftan sagdan veya soldan dagiima kurah varsa (N,+,.)halkasI bir yakin-
halkadir.
Tanim 1. Bir N kimesi "+" ve "." seklinde gdsterilen iki ikili islem ile asagidaki
sartlar saghyorsa (N,+, .) Uglusune bir yakin-halka denir.
1. (N,+) degismeli olmasi gerekmeyen bir grup
2. (N,.) bir yari grup
3.vx,y,zeENigin (x+y)z=xz+yz
3. 6zellikte sagdan dagiima 6zelligi kullanildigindan bu sartlari saglayan (N, +, .)
Uclustine sag yakin-halka denir. Eger 3. 6zellik
Vx,y,z€Niginx(y+2z) =xy+xz
alinirsa, bu sartlari saglayan (N,+, .) Uglustine sol yakin-halka denir. Yani
dagilma d6zelliginin yénline goére yakin-halkanin sag ya da sol olmasi belirlenir.
Bu calisma boyunca aksi belirtimedikge tium halkalar sad yakin-halka olarak
alinacaktir.
Onerme 2. N yakin-halkasi igin asagidaki 6zellikler saglanir.
ayvn,neEN: 0.n=0
b) vn,n € N: (—n).n = —n.n' dir.
Tanim 3. N bir yakin-halka olsun.
a) No={neN:n.0=0} N nin sifir-simetrik pargasi olarak adlandirilr.
b) Ne={neEN:n.0=n}={nEN: Vn'eN:n.n'=n} N nin sabit parcasi
olarak adlandirilir.
N, ve N, birer yakin-halkadir.
N = N, ise N yakin-halkasina O-simetrik ve N = N, ise N yakin-halkasina sabit
yakin halka denir.
Tanim 4. (N, +,.) bir yakin-halka olsun.
a) Egerd e Nve vn,n € N igin
dn+n")=dn+dn’
ise d € N dagilmal eleman denir. N yakin-halkasinin tim dagiimal elemanlarinin
kimesi N, ile gdsterilir.
Bu calismada kullanacagdimiz yakin-halka siniflari agagidaki gibidir.
I ile yakin-halkalarin sinifini,
N, ile sifir simetrik yakin-halkalarin sinifini,
T, ile birimli yakin-halkalarin sinifini gésterecegiz.
Tanim 5. N bir yakin halka ve I , N nin bir normal alt grubu olsun. Bu durumda
eger;
a) I.LNclI
b) Vx,yeNveVvie€lign
x.(y+i)—xyel
Sartlari saglaniyor ise I ya N yakin-halkasinin ideali denir ve I < N ile g0sterilir.
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Eger sadece a) kosulu saglaniyor ise I ya N yakin-halkasinin sag ideali denir, b)
kosulu saglaniyor ise I ya N yakin-halkasinin sol ideali denir ve sirasi ile I <. N ve
I <; N ile gosterilir.
Tanim 6. 3k €N igin n“=0ise ne N ye nilpotent eleman denir. (N ile dogal
sayilar kimesini gosterir)
V k € Nigin n*=n esitligini saglayan n € N var ise n ye idempotent eleman denir.
Tanim 7. C(N)={n€ N : Vn'€ N igin n.n'=nn }ise (N, .) nin (center)
merkezleyeni denir.
Tanim 8. N bir yakin-halka olsu. Va,b,n € N olmak Uzere ab = 0igin anb =0
Ozelligi saglaniyor ise N ye (insertion-of-foctors-property ) IFP 6zelligine sahiptir
denir. IFP 6zelligine sahip yakin-halkalar igin agagidaki 6nemli nermeyi verelim.
Onerme 9. (Bell, 1970), (Heatherly, 1973), (Marin, 1971) , ( Ramakotaiahrao,
1979 ), N € ;, yakin-halkasi nilpotent elemana sahip olmadan bir IFP yakin-
halkasidir.
ispat: xy € N igcin xy =0 ise yxyx =y0x =0 dir. Buradan (yx)? = 0olup bu
yizden yx = 0 dir. Simdi;
VneN:xny =(ny)x =n(yx) =n0=0

Bundan dolay! N , IFP 6zelligine sahiptir.
Tanim 10. N bir yakin-halka ve Vx € Nigin x = xax = ax?olacak sekilde bir
a € N varsa N varsa N ye sol reguler yakin-halka denir.
Tanim 11. vx€ N igin x =ax’ olacak sekide bir a€ N varsa N sol
glglu(strongly) reguler yakin-halka denir.
Sonug 12.

a) Reguler yakin-halkalarda ki ax ve xa birer idempotentir.

b) N ,sifir simetrik ve indirdenebilir bir yakin halka ise IFP &zelligini saglar ve

x,y ENigcinx.y=0ise y.x = 0dir.

c) N nin sifirdan bagka nilpotent elemani yoksa N indirgenebilirdir.

d) Birimli reguler yakin halkanin tim idempotentleri merkezleyendir.
Tanim 13. N bir yakin-halka olsun. N nin tim sifirdan farkli ideallerinin kimesinde
minimal olan ideale N nin minimal ideali denir.
Benzer olarak, minimal sag ve sol ideal tanimlari verilebilir. Bu tanimlarin dualleri
maksimal ideal tanimlaridir.

N bir yakin-halka ve S,T € N olsun .Bu durumda;

ST={st:seSveteT}

olarak tanimlanir. n dogal sayisi i¢in S™ tanimi benzer sekilde tanimlanabilir. N bir
yakin-halka ve S,T < N olsun. Bu taktirde, ST ¢arpimi bir ideal olmayabilir. Hatta bu
carpim (N, +) grubunun bir alt yari grubu dahi olmak zorunda degildir.

Tanim 14. N bir yakin-halka ve P < N olsun. E§er VI,J < N igin IJ] € P olmasi,
I € P veya ] € P olmasini gerektiriyorsa P ye N yakin-halkasinin bir asal ideali
denir.

Tanim 15. a.b€P igcin a€eP yada beP ise N nin P idealine tamamen
(completely) asal ideal denir.
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Lemma 16.
a) Eger N sol yada sagd gugcli(strongly) regular yakin-halka ise N
indirgenebilirdir.
b) Sifir simetrik yakin-halkalarda a.b = 0 = b.a = 0 olup IFP saglanir.

ispat :
a) sag gugll(strongly) yakin-halka igin ;
x=x2a=>x=0.a
olup
x2=0=>x=0
dir. O halde sag gugcli(strongly) yakin-halka icin N indirgenebilirdir.
Sol gugli(strongly) yakin-halka igin ;
Eger x2=0 ve
x=ax?*=a.0
ise
0=x*=(a.0)x =a(0x) =a.0=x
olup. Bu sol guigli(strongly) yakin-halka igin de N nin indirgenebilir oldugunu
gOsterir.
b) Onerme 9. dan kolayca goriiliir.

Lemma 17. IFP ile bir sol reguler yakin-halka sag reguler yakin-halkadir.
ispat : sol reguler yakin-halka tanimindan ;
x =ax?=xax = (ax —xa)x =0
IFP Ozelligini gbz 6nline alirsak
(ax —xa)ax =0

ya da
axax = xa?x
buradan
ax = axax = xa®x
bu ylzden

x = xax = x%a®
olup burada b = a®c olarak segilirse x = x2 olur ki bu da
xbx = xa®*?= xax = x
bdylece ispat biter.

Eer N sol ve sag strongly reguler yakin-halka ise
Vx+#03ab:x=ax?=x% ise halka teoriden farkl olarak b nin a dan farkli
secilmesine gerek yoktur.Buna ragmen N nin sag ve sol reguler olmasinda b nin a
ya esit secilmesin de iki durum s6z konusudur; N sifir simetrik ve birimli ya da N
sifir bélene sahip degildir. Gergekten eger N sifir bdlene sahip degil ve sol strongly
reguler ise x = ax® den

(x —x%a)x?> =x®—x%ax?=x3—x3=0
olup buda x2# 0 ve x = ax?® olmasini gerektirir.
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Onerme 18. Eger N sifir simetrik ise sol regulerlik sol glglii(strongly) regulerlikile
cakisiktir. Buradan sag regulerlikte elde edilir. Buradan baska eger N uniter ise bu
Uc sart birbirine esittir.

ispat : Eger N sol guiclii(strongly) reguler yakin-halka ise her x icin x = ax? olacak
sekilde bir a € N vardir. Buradan hareketle

(x —xax)x = x?—xax?=x2—x2=0
olup lemma 16 dan
x(x —xax) =0
(x —xax)?= x(x — xax) — xax(x —xax) =0

olup N indirgenebilirdir buradan da N sol regulerdir, Lemma 17 den de N sag
regulerdir. Dahasi eger N uniter (biriml) ve x =x%a =xax ise xa ve ax
idempotentirler sonug 12 den bunlar central olup bu yizden x = ax2dir.
Sonug¢ 19. Nyakin-halkasi IFP ile unital ise asadidakiler birbirine denktir.

a) Reguler

b) Sagreguler

c) Solreguler

d) Sol gigli(strongly) reguler
ispat :
a=b :x = xax den (1 —xa)x = 0 dir. IFP 6zelliginden ax = xa?x olur o halde
x = xax = x¥(a*x) Onermeye dayanarak eger N , IFP ile uniterl ise 1.0=0 dan
1x0=0 dir. Her x igin x0 = 0 olup bu yizden N sifir simetriktir

Eger tum nilpotent elemanlar merkezleyen (central) ise N ye C.N 6zelligine

sahiptir denir. Eger tim idempotent elemanlar merkezleyen (central) ise N ye C.I
Ozelligine sahiptir denir. Eger N , Cl 6zelligi ile reguler ise sagd ve sol regulerdir.
Bundan sonraki asamada N vyi sifir simetrik yakin-halka olarak alacagiz.
Lemma 20. N, CN d&zelligine sahip olsun ;

a) a.b =0 ise ba,axb ve bxa her x icin merkezlegen (central) dir.
b) Eger e bir idempotent ve a.e = 0 ise her x i¢in exa = 0 dir.
ispat :
a) Eger a.b =0 ise baba =0 dir Bu ylizden ba merkezleyen olup benzer
sekilde her x i¢in bxa da merkezleyendir.
b) Egera.e =0ise a)dan exa de merkezleyen. e ile hesaplanirsa
exa = axae = 0 olur.

b) sikkinin bir genel sonucu asagidaki sekilde ifade edebiliriz.
Onerme 21. Eger butiin e idempotentleri i¢in ve her x € N icin CN 6zelligine sahip
ise;

a) ex —exe merkezlegendir.

b) Her dagiima 6zelligine sahip idempotent merkezleyendir.
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C) x% = (xe)?
d) Eger N uniter ise xe = exe dir.

ispat :
a)
(ex —exe)e =0
Lemma 16 dan her r € N igin er(ex — exe) = 0 dir.
(ex — exe)? = ex(ex — exe) — exe(ex — exe) = 0
Oldugundan ex — exe merkezleyendir.
b) Eger e dagilma 6zelligine sahip ise
e(ex — exe) = ex — exe
( eger d dagilma 6zelligine sahip ise d(—n) = —dn dir)
ve a)yl kullanirsak e(xe — exe) merkezlegendir. Simdi e ile hesaplama yapilirsa
ifadenin sifira esit oldugu gorulur ki buradan da ex = exe dir.
c) Lemma 16 ile
(x—xe)e=0
dan
e(x—xe)=0
dir.
[(x — xe)xe]> =0
olup bu da (x — xe)xe nin merkezlegen oldugunu gosterir. Simdi e ile hesaplama
yapilirsa ifadenin sifira esit oldugu goérulir ki buradan da
x% = (xe)?
dir.
d) N Uniter oldugundan e?= e olup buradan (1 —e)e = 0 dir. Lemma 16
dan (1 —e)e = 0 ise her x igin (1 — e)xe mekezlegendir.
Bu ifade e ile hesaplanirsa sifira egit oldugu goéralar.
Sonug¢ 22. Egder N indirgenebilir ve uniter ise Cl 6zelline sahiptir.
ispat : Onerme 21 nin a) sikkinin ispatindan ex — exe nin nilpotent oldugunu
gorebiliriz. Bu yuzden N indirgenebilir olup buradan da ex = exe dir. Ayrica
Onerme 21 nin d) sikkindan da ex = exe oldugu gdrulebilir.
Lemma 23. Eger N Uniter(birimli) sol gugli(strongly) reguler yakin-halka ise her
asal ideal maksimal idealdir.
ispat : P bir asal ideal ve bir M maksimal ideali icin P ¢ M olsun.

Simdi x € M\P alalim. Buradan
0=x—ax?=(1-ax)x

Olup bazi a elemanlari igin P tamamen asal ideal oldugundan 1 — ax € P = M olup
buradan da x € M oldugundan 1 € P olur ki bu bir geligkidir. Buda P = M olmasini
gerektirir ki P bir maksimal idealdir
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