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*KOMPAKT GRUPLARIN PROJEKTIF LIMITLERI

Projective Limits of Compact Groups

Seda KINACI Ali Arslan OZKURT
Matematik Anabilim dali Matematik Anabilim dali
OZET

Bu calismada, Kompakt Gruplarin Projektif Limitleri, Abelyen Gruplara
Uygulamalar ve Bazi Dualite Teorileri incelenmistir.
Anahtar Kelimeler: Projektif Limitler, Kompakt Gruplar, Abelyen Gruplar, Dualite.

ABSTRACT

In this study, Projective Limits of Compact Groups, Applications to Abelian
Groups and Some Duality Theories were studied..
Key Words: Projective Limits, Compact Groups, Abelian Groups, Duality.

Giris

(1,<) kismi sirall bir kiime olsun. Eger her i,i' €1 icin,i" <i vei"” <i’
olacak sekilde bir i" € I varsa (I, <) kimesine yoénlendiriimis kiime denir. ] bir
yOnlendirilmis kime olsun. je€j ve G; topolojik gruplar olmak Gzere

{fi:Gx > G| G, k) €] x ], j <k} morfizmlerin bir ailesi
Q) Her j €] igin f;; = 1Gj
(”) Her],k,lE],]SkSllanf]kofkl=f]l
Kosullarini sagliyorsa bu aileye topolojik gruplarin bir projektif sistemi
denir.

Tanm 1: P = {f;: G, - G;|(j,k) € x],j <k} topolojik gruplarin bir projektif
sistemi olsun. Bu durumda P = [] ¢, G; olmak Gzere;

G = {(g,-)jej €P | (herjk€]) j<k = fu(g)=g;} <P P’ nin kapal bir alt
grubudur. i: G — P icerme ve pr;: P — G; projeksiyon ise

fj = prj °i:G - G; fonksiyonu her j € J i¢in topolojik gruplarin bir morfizmasidir ve
j < k €] olmak Gzere f; = fj, © fi bagintisi saglanir.

* Yiiksek Lisans Tezi-MSc. Thesis
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G grubuna P projektif sisteminin projektif limiti denir ve G =lim_%P seklinde
gosterilir. Genellikle G = limj¢; G; ile gosterilir.  f;:G - G;  morfizmalarina limit
fonksiyonlari ve fj: G, — G; morfizmlerine de baglanti fonksiyonlari denir.

Projektif sistemdeki tim G;gruplari kompakt ise, G kompakt grup olur.
Ornek 1: n € N olmak Uzere ¢,,: G,,; = G, kompakt grup morfizmalarinin bir dizisi

P11 P2 P3 Py
olsun. G; < G, < G3 < G, < ...

O zaman j,k € N, j < k i¢in tanimlayarak kompakt gruplarin bir projektif sistemini
elde ederiz. Morfizmler

fjk = PjoPiy° . ° Pyq1:Gr > G
Buradan G = limycy G, = {(gn)nen|(her n € N) ¢,(gns1) = gn } dir.

0) G, = Z(p") = Z/pn Z olacak sekilde bir p € N secelim.

O Z(P™1) > Z(P™) , @, (z + p"tZ) = z + p™Z olarak tanimlayalim.
Z, = {(z + p"L)nen|(her n € N) ,(z + p"*'Z) = z + p"Z}

1 ) @3 o
Burada Z(p) < Z(p*) < Z(p?) < Z(p*) < ...

Bu sistemin projektif limitine p_adic grubu,, Z,, denir.
(ii) Hern € N igin G, = T olsun. (T = s* = R/.)

Xp Xp Xp Xp
gE€TveherneNiging,(g) =p-gtanmlayalm. T< T<T<T< ..

Bu sistemin projektif limitine p_adic solenoid , T, denir.
Onerme 1: j,k €] ve j <k olsun. fj:G - G; limit fonksiyonlari ve fj.:Gyx — G;
kompakt gruplarin bir projektif sistemi igin varsayalim ki G = lim;¢; G; olsun.
Asagidaki 6nermeler birbirine denktir.

0) Tdm fj, baglanti fonksiyonlari értendir.

(i) Tam f; limit fonksiyonlari ortendir.
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ispat: (i)=(ii): Sabit bir i € J alalim. h € G; olsun. g; = f;(g) = h olacak sekilde bir
g=1(9)je, €G bulmaliyiz. Her kej ve i<k icin
Cy = {(xj)je]|(herj < k) x; = fir(x) ve x; = h} < [1je; G; tanimlayalim. f;; Orten
oldugundan, C, # @.i <k <k ise buradan C, S C, olur. $imdi Cy , [Ije;G; de
kompakt gruplarin bir filtre bazidir. O halde bos olmayan arakesiti de vardir.
Varsayalim ki g = (g;)je; bu arakesitin i¢inde olsun. O halde ilk olarak, g; = h.

ikinci olarak j < k olsun. J yénlendirilmis oldugundan, J'de i < k < k' oldugundan

(g])]E] € Ck" Buradan g = (g])]e] eEG.
(ii)=(i): j < k olsun. O halde f; = fjxf olur. Buradan f; = fjfi olur. Buradan f;
orten ve f, da 6rten oldugundan fj, da Grten olur.

Onerme 2: () G = lim;¢; G; kompakt gruplarin bir projektif limiti olsun.
U; , G; nin birim komsuluk filtresi, L, G nin birim komsuluk filtresi ve
% = {ker f; | j € J} olsun. O halde
a) U, {1k €J,U € U}, birimin komsuluklarinin bir bazina sahiptir.
b) 9, kompakt normal alt gruplarinin 1’e yakinsayan bir filtre bazidir. (yani, U,
1’in bir komsulugu ise, N € U olacak sekilde N € %t vardir.)

(ii) Diger taraftan ¢ kompakt grup ve 9t, N9t = {1} olacak sekilde kompakt normal
alt gruplarin bir filtre bazi olsun.

M,N € Ttve M C N igin

fam G/M - G/N, fam(gM) = gN ile belirli dogal morfizmalari;

G - limyeq G/N . g = (gN)yen, fonksiyonu altinda limiti G ye izomorfik olan bir
tam projektif sistem meydana getirir. Bu izomorfizmayla, limit fonksiyonlari,
G- G/N bélim fonksiyonlarina esittir.

ispat: (i) (@) V € U olsun. G = limj¢; G; S [}, G
Vek c G, V=G6nW seklinde W c [[¢; G;
W = [];e; W; sonlu tanesi diginda W; = G;
Fsmbc | jEF ise G #W;** cg;
j&F ise W =gG;
V=6nW = Wel, = WNIlimyg GV
J yonll oldugundan F’de k € ] olacak sekilde bir Ust sinir vardir. Her

JEF = j<k = fi:G~G U=fi,i'(W)eU,

-3-
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fi:G =G, , fi'(U)climy; G; jeFalaim. k>

fil) €6 —5G DU

|/

G;

f'(U) e U 1'in komsulugu
fix@ W, f(f* W) = fU) € W;
Dolayisiyla fi'(U)ecWw = f'(U)cG

(i) (b) i,j < k alahm. kerf, < kerf; N kerf;

J yonli oldugundan 9t bir filtre bazidir. Her bir j € J ve her U € U igin

kerf; = f7'(1) € f7*(U)  (a)ydan f;'(U) birimin temel komsulugu oldugundan
ispat biter.

() N<M © McN olsun. %t de M S N igin tim fy, morfizmalarinin ailesi,
kompakt gruplarin bir tam projektif sistemini olusturur. gy € G olup (gyN)yex €
[yen G/N elemaninin L = limycg G/N limitinde olmasi igin gerek ve yeter kosul,
Jv'de her bir M 2 N ikilisi igin fyny(gyN) = guM yani gytgy € M olmasidir. Buradan
her bir g € G icin (gN) yesz € L Olur.

¢ =(g = (GN)yen): G = L morfizmasinin ¢ekirdegi NN ={1}. O halde ¢
birebirdir.

Varsayalim ki 2 = (gyN)yen € L olsun. O halde {gyN|N € %t} , G'de kompakt
kiimelerin bir filtre bazidir. M 2 N oldugundan g;'gy € M ve buradan gy € g,M N
gyN. O halde arakesit bir g elemanini igerir. Buradan g € gyN = gN = gyN =
¢(g) = A. Buradan ¢ ortendir.

O halde ¢ kompakt gruplarin bir izomorfizmasidir. gy: G — G/N bélim fonksiyonu

ve fy((gvN)nen) = guN ile taniml fy: L - G/N limit fonksiyonu ise qy = fy o ¢
oldugu aciktir.

Tanim 2: Tum baglanti fonksiyonlarinin ve tim limit fonksiyonlarinin drten oldugu
topolojik gruplarin projektif sistemine (strict) tam projektif sistem ve onun limitine de
tam projektif limit denir.



C.U Fen ve Miihendislik Bilimleri Dergisi Y11:2011 Cilt:26-1

Teorem 1: Bir yerel kompakt grup G igin asagidaki ifadeler birbirine denktir.
(1) Birimin komsuluk filtresi acik altgruplarin bir bazina sahiptir.
(2) G tamamen baglantisizdir.

G, kompakt ise, bu ifadeler asagidaki durumlara da denktir.
(3) Birimin komsuluk filtresi agik normal altgruplarin bir bazina sahiptir.
(4) G, sonlu gruplarin bir tam projektif limitidir.

Tanim 3: G bir topolojik (abelyen) grup olsun. (toplamsal notasyon kullanilir)
Hom(G,SM)={f : f:G = S* grup homomorfizmasi} ¢ (S)¢ =[lzec Sy

MyecSg ={f: 1G> UgecS, ; f(g) €S, =S" her g € G igin}

={f:f:G > S fonksiyon}

Hom(G,SY)c (SH¢ alt grubuna G abelyen grubunun karakter grubu denir ve G
ile gosterilir.

Tanim 4: G, herhangi bir kompakt abelyen grup olmak Uzere 7n;:G — G bir
izomorfizma ise G, dualiteye sahiptir denir.

Onerme 3: G = limj¢; G; bir tam projektif limit ise é = Ujg éj

A

ispat: G ’nin bir altgrubu olarak éj 'nin tanimindan U, éj cG . Varsayalim ki

A:G -» T G’nin bir karakteri olsun. T'de (—%,g) Un gorintisiine V dersek, {0}, V'de

icerilen T’nin tek altgrubu olur. U = 2171(V), G'de 0'In bir agik komsulugudur. Bir
j €] vardir ¢yle ki kerf; < U. Buradan A(kerf;) V'de igerilen T'nin bir altgrubudur

ve A(kerf;) = {0} dir. O halde kerf; S kerA ve tek bir A;: G; > T morfizmasi vardir

oyle ki 1 = 4;  f;. O halde kesinlikle 1 € éj = G QU]-E]GJ-.

Ornek 2:(i) Tim p_adic tamsayilarinin grubu , Z, , dualiteye sahiptir ve karakter
1

grubu Z(p~) =7 /Z T’ de p_nin kuvveti olan tim elemanlarin grubudur.

n = 1,2, ... i¢in birimin tim p™_inci koklerinin altgrubuna izomorftur.
(if) p_adic solenoid , T, , dualiteye sahiptir ve karakter grubu piwz meZveneN
olmak uzere m/pn seklinde belirtilebilen tim rasyonel sayilarin altgrubudur.
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