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INTERPOLASYON VE KALAN TEORISI *

Interpolation and Remainder Theory *

Figen GULTURK Yusuf KARAKUS
Matematik Anabilim Dali Matematik Anabilim Dall
OZET

Bu calismada interpolasyon tanimlanmis, Lagrange interpolasyon Formiilii
ile Newton Interpolasyon Formulu incelenmis ve érnekler sunulmustur.
Anahtar Kelimeler: Lagrange Interpolasyon, Newton Interpolasyon

ABSTRACT

In this study Interpolation, Lagrange Interpolation Formula and Newton
Interpolation Formula were investigated and examples were solved.
Key Words: Lagrange Interpolation, Newton interpolation

Giris
| araliginda tanimli ve sirekli bir f(x) fonksiyonu verilsin. I’ nin n+1 tane
farkli noktasi X;, X, X,,...,X, olsun.g_, n-inci dereceden polinomlar kimesini
gOstersin.
p(x)=f(x), xel i=04..,n"
olacak sekilde bir peg, polinomu bulma iglemine interpolasyon ve p(x)

polinomuna da X, noktalarinda f(X) icin interpolasyon polinomu denir. X

i
i =0,1,...,n noktalarina ise , interpolasyon diigiimleri adi verilir.

interpolasyonun diger gosterimleri olan Lagrange Formiili ve Newton
Formili, Davis (Davis, 1975) 'te verilmistir.

Teorem 1: n + 1 tane z

0’

z,...,Z, (gergel veya kompleks) farkl noktalari

ve n + 1 tane w,,w,,...,w, (gercel veya kompleks) degerleri verilsin. ¢, n-inci
dereceden polinomlar kimesini géstersin.
p,(z)=w, 1=0,12,...,n

olacak sekilde bir tek p,(z) € ¢, polinomu vardir.

*Yiksek Lisans Tezi-MSc. Thesis
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Lagrange interpolasyon Formiilii
Z0, ZI , - - -, Zn farkli noktalar olsun ve n. dereceden
PPN Gl Gl S G WYk 1) IO i BV
(2 =2z =2) - (2 =2 )& = 240) - (3= 2,)
polinomlarini g6z énine alalim ve burada
0 eger k=#jise

L (z)=6, = 2
o J) W {1 eger k= jise @

dir.
Wy W,, ..., W, degerleri igin

0. (D=3 W1, (2) )

polinomu 4, 'dedir. Bu formil Lagrange Interpolasyon Formili olarak adlandirilir.
pPn(2) 'nin agik sekili:
Pa(z) =Welo (z,) + Wil () + ... + Wl (2,) +... + Wl (Z,)
oldugundan
P, (2,) =W, k=01,...,n (4)
dir. Bu interpolasyon problemi tek bir ¢éziime sahiptir.
Bir alterne form yararl olacaktir.

W(Z) = (Z - Zo)(z - Zl) cee (Z - Zk—l)(z - Zk)(z - Zk+1) cee (Z _Zn) (5)
O zaman

W(Zk) = (Zk - ZO)(Zk - 21) o (Zk - Zk—l)(zk - Zk+1) cee (Zk - Zn) (6)
dir. Boéylece (1) formali :

__w(@)
()= (z-z)W(z,) “
olur. (3) formlu :
p.(2) = Y w, —) ®

o (Z-Z)W(Z)
olur.
[,(z) polinomlari noktasal interpolasyon icgin temel polinom olarak

adlandirilir.
w; sayilari, z; noktalarinda f(z) fonksiyonunun aldigi degerlerdir, yani

w; = f(z) ’dir. (8) ile verilen p,(z) polinomu z,,z,...,z, noktalarinda f(z)

fonksiyonunun aldigi w degerlerinden olusur.
Eger,
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P =D F @@= F(z)—D__ ©
k=0 k=0 (z-z)W(z,)

ise

p,(z)=f(z) k=0,1,..., n (10)
dir. Burada (9) interpolasyon probleminin aldigi yeni sekil ve (10) da onun
¢6zUmudar.

Temel polinomlarin 6nemi (2) 0zdesliginde vyatar ve interpolasyon

probleminin (9) 'daki agik sekliye sonuglanir.

L(N=1G). L(N=,G) . L=,
L)=9; 11)

olarak yazilabilir.
Bu durumda /,(z) polinomlari ve L; fonksiyonellerine biortonormal denir.

Verilen lineer bagdimsiz fonksiyoneller kimesi i¢in polinomlarin biortonormal
kimesini daima bulabiliriz. Gergekten asagidaki teoremde Lagrange formulindn
genellestiriimisine sahip oluruz.

Teorem 2: X, n boyutlu bir vektér uzayi olsun. L,L,,...,L, X*’dan
tane lineer bagdimsiz fonksiyonel olsun. O zaman X ’in n tane lineer bagimsiz
xf,x;, ... ,x: elemanlari

L, (‘xj) = 51] (12)
olacak sekilde tek olarak belirlenir.

Herhangi bir xe X igin,

n
x=> L (X)X (13)
i=1
dir.
Wy, W,, ..., W, 'lerin her segimi igin,
n
X=> WX (14)
i=1
elemani
L(x)=w, i=12,...,n (15)

interpolasyon probleminin tek ¢ézimudr.

Ornek 1 (Taylor interpolasyonu) : X = @,

L(N=fz), L(F)=1(z)..... L(F)=1"(z)

Zo =0 alirsak,
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X=p, LN=/0). LH)=FO)..... L(H=/"0)

olur.
Zn(z):z—' n=0,1,... olsun. O zaman
n!
z° z? z’
lo(z):&zl, l(z2)=z, lz(z)zz—!, 13(2)25,...,
dir.
(11) baglantisina gore,
. N iG-D.. (-G -D) 0, i#]
g(lj)=|§"(0)=[z_—lJ _i-9..4 f ) )(0)={ il i,-
Yoy J! 1L 1=}
bulunur.

Newton Formiilii _
(3) ve (14) Lagrange Interpolasyon formdlleri bazi engeller
icermektedirler. Eger n boyutlu uzaydan, bir boyut yiksek olan uzaya gegcmek

. * * * . . . . TH * * *
istersek x,,x,,...,x, eski kimesiyle ilgili olmayan y,,y,,...,»,,, elemanlarinin
tamamen yeni bir kimesini belirlemeliyiz. Newton gésterimiyle hem X ,X,,... baz

elemanlarinin  hem de L,,L,,... belirlenmis fonksiyonellerinin lineer
kombinasyonunu alarak bu engeller ortadan kaldirilmaya calisilir.

Zy»Zy5 - - 52, N +1 farkll nokta olsun. n+1 tane bagimsiz Newton polinomu
seklindedir.

Verilen w,,w,, ...,w, degerleri igin ,

piz)=w, i=0,1,...,n
olacak gekilde g, 'de bir tek p polinomu vardir.

Eger bu eleman
p@)=a,+a(z—z))+a,(z—z,)z—z)+...4a,(z—z))z—z)...(z—z,,) (16)
formunda temsil edilebilirse s6z konusu polinom goérilmus olur.

a; sabitlerini bulmak igin ardigik olarak z =z,, z =2z, ... koyulur ve elde
elde edilen lineer denklemler ¢6zilUr. Bdylece
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8, =Wy
_W W
a1 =
Z,— 1,
17)
a - 1 (WZ - W, _Wl—WOJ
L=\ 1= Z,—1,
bulunur.
Zy,...,Z, hoktalarinin belirli kimesi igin her a,, w, ’lerin bir lineer

kombinasyonudur. Ve Ustelik @, yalmz W, 'a baghdir. & W,, W,, Z,, Z; e baghdir

ve a, ise Wy, W, W,, Z,, Z;,2, ye bagldir.

Tanim 1 : (17) ile ifade edilen a, sabitlerine 2,2y, -0 Z; ’ye gbre
Wos Wis oo W, degerlerinin j-inci kesirli farki denir ve
aj=[w0,wl,...,wj] (18)

seklinde gdsterilir.
’ n . s n s x Wk s
(16) 'da z" 'in katsayisi &, , (8) 'de z~ ’in katsayisi Zl— dir.
oo W (z,)
Bundan dolayi

W,
a, =[Wp,w,...,w,]=> 19
n [ 0 1 ] — W’(Zk) ( )

bulunur. Burada
wW(z) =w,(2) =(z2-2,)(z-2))..(z—Z,)

dir. (19) ‘dan
a =W,
a, = Wo " W
L,—4, 1,1,
w, w, W,
a, = . + : + 2 (20)
(20 =202y —2,) (2,—2 0z, —2,) (2, =2, )z, —2)
dir.

Eger w, ’ler f fonksiyonunun z, 'deki f(z,)=w, degerleri olarak alinirsa,
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(16) ve (18) ’i birlestirerek;
pn( f 5 Z) = Z[ f (ZO)a f (Zl)a ceeo f (Zk)](z - Zo)(z - Zl) oo (Z - qu) (21)
k=0

W—I(Z)E 1
elde edilir.

Tanim 2 : interpolasyon polinomunun (21) formuna bir f(z) fonksiyonu igin
Sonlu Newton Serisi denir.

Zy>Zy--.,2, sabitleri igin L,,L,,...,L lineer fonksiyonellerini (20)
semasina uygun olarak asagida oldugu gibi tanimlayalim.

Ly(f) = f(z)
I—l(f): f(ZO) + f(zl) (22)
Ly—4 4,—1
olur.Burada L, (f)=a,, f(z))=w, i=0,12,... dir.
Bu durumda (21) formulu:
p.(f:2)=> L (F)w,(2) (23
k=0
seklini alir.
Eger 0<j<n—1 ise, w,(z) ep, oldujundan
W;(2) = p,(W;(2);2) < p,(W;(2);2) —W,;(2) =0 ()
olur ve bdylece
w;(2) = L (w; (2)w 4 (2) (24)
k=0

elde edilir.

(*) 'daki esitlikler z=z,,z,...,z, degerleri igcin n +1 farkli noktada
saglanir. Bu n. dereceden bir polinomun n+1 defa 0 oldugunu gésterir. O halde bu

polinom Q’a 6zdestir. Bundan dolayi (*) ’in 1. esitligini ve (23) 'U kullanarak da (24)
"0 elde ederiz.

(24) 'te ardisik olarak j = 0,1,2, ... alinirsa
L, (W/—l(Z)) = 5/9‘ (25)
olur.
Teorem 3 : X sonsuz boyutlu bir vektér uzay ve X ’in elemanlarinin bir
dizisi X, ,X,,... olsun. Her n igin X,..., X, ’ler lineer bagimsiz ve X* 'daki lineer
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fonksiyonellerin bir dizisi L, L,,... olsun. Her n igin nxn determinanti olan

n
"—i(X,-)L L0 (26)
kabul edelim.
O zaman &; # 0 olmak tizere a, ve b, sabitlerinin tek olarak belirledigi

Ll = allLl X =X
L,=a,L +a,L, X, = b, x, + x, 27
.L3 = a31L1 + a32L2 + a33L3 )'63 = b31x1 + b32x2 +X;5

seklinde iki Giggensel bolge varsa
Ll.(xj) = 5;7" ihj=1.2,... (28)
dir.

Sonug 1: X, x’in X;,...,X, tarafindan gerilmis bir alt uzayi olsun (yani

X,y X +...+aX, lineer kombinasyonunun kiimesi olsun). Eger x € X, ise o
zaman

x=) L(x)x,
k=1

dir.
Bir x € X elamani igin i L, (X)X, serisine biortogonal agilim denir.
k=1
x [ i L (X)x, (29)
yazilir. -
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