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SERBEST LIE CEBiRLERiNi_N ALT_M_ERKEZ_i VE POL_i*SENTRAL SERILERININ
TERIMLERININ KESISIMLERI

Intersections of Terms of Polycentral Series and Lower Central Series of Free Lie
Algebras

Zeynep KUCUKAKCALI Ela AYDIN
Matematik Anabilim Dali Matematik Anabilim Dali

OZET

Bu calisma L bir serbest Lie cebiri olmak lzere L nin alt merkezi ve
polisentral serilerinin terimlerinin arakesitlerinin belirlenmesi ile ilgilidir. Gruplar icin
T. C. Hurley tarafindan elde edilen sonuglar kullanilarak benzer sonuglar serbest

Lie cebirleri icin de elde edilmistir. Bazi durumlar igin &rnekler yapilmistir.
Anahtar Kelimeler: Alt merkezi seriler, polisentral seriler.

ABSTRACT

This study is concerned with the identification the intersections of terms of
polycentral series with the lower central series of a free group. The results from the
group case which derivation by T. C. Hurley are used to derive analogous results
for the free Lie algebra. Examples were made for some cases.
Key words: Lower central series, polycentral series.

Giris

L bir K cismi Gzerinde bir Lie cebiri olsun. L nin alt merkezi serisini
Li=L>L,=[LL] > =L, =[L,4,L] > olarak tanimlayalim.
Eger bir q € Z" igin L,_, # {0} fakat L, = {0} oluyorsa L ye g-inci dereceden
nilpotent Lie cebiri denir.
L nin alt merkezi serisinin terimleri L, < L,_, <+ <L, olacak sekilde idealler

zinciri meydana getirir. Bu durumda L"/L o ve L/L faktorlerinden bahsedebiliriz.
n n

L bir K cismi Uzerinde bir Lie Cebiri, n€ N igin {L,} L nin alt merkezi serisi,
{ny,ny, ..., n;, ...} n; = 1 tamsayilarin bir dizisi olsun.

Lnl = Ln1-n2 Z 2 L"1:"2:--nnk—1 = L"L"z:--nnk—bnk =

Polisentral serisi asagidaki sekilde tanimlanir.

Ly, L nin alt merkezi serisinin n;-inci terimi

Ly, n, Ln, In alt merkezi serisinin n,-inci terimi

Ly ny, iy miiS€ Ly ny,..my_, IN @lt merkezi serisinin ny-inci terimi dir.

" Yiiksek Lisans Tezi-MSc. Thesis
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Eder L, n,, .ne_,ne = 10} Ve n; lerin higbirisi bu esitlik saglanacak sekilde daha
kiiclk tamsayilarla degistirilemiyorsa L ye {n,,n,, ... ,n,} dizisine goére polinilpotent
Lie cebiri denir.

Tanim 1: Herhangi bir L Lie cebiri ve n > 2 igin r, + -+ 1, = r esitliginde r; = 0
olacak sekilde r (r € Z) nin tim parcalaniglarindan sira goézetmeksizin farkl
olanlari ile

L(m, ;1) = X[Lintrys -r Limsr, | €Sitligi tanimlansin.

Egern=1ise L(m,1; r) = L, olarak tanimlanir.

Buradan acik ki L(m, n; 0) = L,,, dir. Gésterelim.

L(m,n; 0) = ¥[Lmsrys s Linsr, | OlUPp 7 + -+ 1, =7 =0 dir. O zaman tim r; ler
negatif olmayan tamsayilar oldugundan 0 olmak zorundadir.

Z[Lm+1’1' ""Lm+1’n] = [Lmv "'!Lm]

= [[[Lm' L), L), ...,Lm] olup
(Li)n = L lde edilir.
Ornek 1: L(m,1; 1) = ¥[Lysrys - » Linsr, | OlUP
m=3,n=2ver=4alalim.

n+r =4

4=4+0 - [L; Ls]
4=3+1 - [Le, L4]
4=2+2 - [Ls, Lg]
4=1+3 - [Ly Lg]
4=0+4 - [Ls, L]

Lie cebirlerinde anti komutatiflik oldugundan

L(3,2; 4) = E[Lssry, Lasr, | = [L7, Ls] + [Le, Lol + [Ls, Ls] dir.
Ornek 2: m =2,n =3 ver = 3 alalim.

n+nrn+r=3

3=3+0+0 > |[Ls, Ly], Ly]
3=2+1+0 > [[L4 L3l Ly]
3=2+0+1 > [[Ly Ly], Ls]
3=1+2+4+0 > [[Ls, L4l Ly]
3=1+0+2 > [[Ls, Lyl Ly]
3=1+1+1 > [[Ls, Ls], Ls]
3=0+3+0 > [[Ly Ls], Ly]
3=0+0+3 > [[Ly Ly], Ls]
3=0+1+2 > [[Ly L3l Ly]
3=0+2+1 > [[Ly L4], Ls]
O zaman

123 3) = ) [Lasn Lasry Lawn] = (s Lol L] + [[La L) L] + [[Ls, L] Ls]
olur.
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Tanim 2: n adirligina sahip B™ braket dizenlemesi n = 1, 2, ... igin yildiz dizileri ve
braket carpimla asagidaki sekilde tanimlanir.

Bir agirhigina sahip sadece 1 tane braket diizenlemesi vardir.

Br(x) = (*)

n > 1 agirhdina sahip " braket dizenlemesi k + 1 = n i¢in k ve [ agirligina sahip
B¥ ve B! braket diizenlemeleri ile g™ = (B, B4 olarak elde edilir.

Bu tanima gore 2 agirlidina sahip tek braket diizenlemesi vardir ve [(*), (x)] dir. 3
agirhgina sahip tek braket diizenlemesi vardir ve [[(*), (*)], (*)] dIr.

Kolaylik olmasi agisindan (*) ifadesindeki parantezler kaldirilarak alisiimis yazim
kullanilabilir. Yani

1 agirhdina sahip braket diizenlemesi igin *
2 agirhdina sahip braket dizenlemesi igin [*,%]
3 agirligina sahip braket dizenlemesi igin [[*,%],%] yazilir.

Lemma 1. L Lie cebirinin I,..,I; idealleri, s agirhgina sahip S5 braket
dizenlemesi ve 1,...,s nin bir (sabit) p permutasyonu verilsin. 1,...,s nin tum
permutasyonlar & Gzerinden B°(Iycy, - Ip(s)) € ZslAs(rys - As(s)] Olarak tanimhdir.
ispat: p permiitasyonunu birim permiitasyon olarak varsayabiliriz.

s = 2 olsun.

s = 2 iken 2! = 2 tane permutasyon vardir. Bunlar §; = (1 g)ve 6, = (é i) dir.

ﬁz(lp(l)'lp(z)) = B*(y, 1) = [1;, I,] olur.

Zsllsqy o] = s,y Io,] + s, Io,20] = U 1] + [y, L] dir.
11, ], [I1, I;] + [I5, I;] nin lineer toplami oldugundan istenen saglanir.
s = 3 igin de ayni sekilde yapilir.

s > 3 ve varsayalim ki g5 = B¢ = g9 iken

ﬁs(ll, ""IS) = [ﬂt(ll, ""It)’ Bq(1t+1, ey [S)] O|Sun.
Tdmevarim hipotezinden

By, i 1) € Xsllscrys o Isy] Ve BIUes1s o Is) € Xpllpesys o lpy]  dir. Bu
yuzden

[[15(1), ""Id(t)]' [Ip(t+1)i vy Ip(S)]] c 25[15(1), ...,15(5)] Oldugunu géstermek yeterlidir.
1)

t = q varsayip ispati g Uzerinden timevarimla yapabiliriz.
q = 1 olsun.

[[15(1): oI5 Ipeesny ] = [[15(1): o Iso] Iscer) ] € Ysllscays o Iscey Iscen) olup
ispat biter. ClUnkU bir elemanin tek permitasyonu vardir. P yerine § da yazsak
farketmez.

Egerg > 1ise

sy o Is ) Uperny - Iots—1y Ipcs) ] ifadesinde A =I5y, Ise)
B = ILy(t41y, s Lpys—1) V& C = I, alip yerine [4,[B, C]] yazalim. O zaman ifademiz
yerine

[4,1B,¢1] = —[c, [, B]] - [B,[C,A]]
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= Lo sy s s ot Ipts— 1] = | otesy s o= o Iscay - 1o ]
Esitligin sag tarafina uygulanan timevarim hipotezinden istenilen elde edilir.
Lemma 2:
i) L(m,n;) € L(m,n;r —1) (r = 1).
i) [L(m,n; 1), L(m,p;s)] € L(m,n + p;r + 5).
iii) [L(m,n;7),L(m,n;s)] € L(m,n;r + s + 1).
iv) L(m,n+ 1;7) € L(m,n;r + 1).
ispat: i) n = 1iken L(m, 1;7) = L,,,, idi.
Lisr € Lipar—1= L(m, 1; v — 1) olup istenilen saglanir.
n > 1 igin dogru oldugunu gdsterelim.

L(m: n; T') = Z[LWH'H' ) Lm+rn] c Z[Lm+r1—1: ---:Lm+rn]

T r

= Yr-a[Lmtr-1s «or Lmsr, | = L(m,m; 7 — 1) olur.
i) [LOm,n;7), L(m, p; 5)] = [zr[me, oL |, s [L,Ml, ...,Lm+sp“ dir. Eger n =1
vep =1lise
L(m,1;7) = Ly ve L(m, 1;s) = L5 Olur.
[ [Lntrys s Lt B [Lanssys oo Lanesy || = D L] dir.
[Linar Lins] € YrislLmsrs Lmes] = L(m, 2; 7 + s) olup istenen saglanir.
n,p > 1 iken ispatl yapalim.

[L(m,n;1),L(m,p;s)] = [Zr[Lm+r11 ...,Lm+rn],25 [Lm+51, ...,Lm+sp“ Lemma 3.9 dan
c Zr,s [[Lm+r1: s Lm+rn]t [Lm+51: ) Lm+sp”

c Zr,s [Lm+r11 e Lm+rn’ Lm+sl' s Lm+sp

=Lr+s [Lm+r1: s Lty Linaesys oons Lm+sp] =Lmn+pr+s)
olur.
iii)n =1icin L(m, 1;7) = Ly, Ve L(m,1;5) = Ly, dir.
[L(m, 1;7),L(m, 1;5)] = [Linsr s Lins]

C Ltrimes S Lingrastr = Lm, L;r 4+ s 4+ 1) dir.

n > 1 iken ispat edelim.
[Linsres s L) € [Limarysmerys Limsrs, -or Limery | V€

S [Lintrytry+1r Lintrys s Linsr, | dir. Boylece

[L(m,n;7),L(m,n;5)] € Zr,s [[Lm+r1++r2+1' Lm+r3: ey Lm+rn]: [Lm+51: ey Lm+sn]]
c Zr,s[Lm+r1++r2+1: Lm+r3' R Lm+rn! Lm+51' R Lm+sn]
= Zr+s+1[Lm+r1++r2 +1 Lm+r3! R Lm+rn' Lm+51' R Lm+sn]

< Zr+s+1[Lm+r1++r2 +1+517 Lm+r3+sz’ e Lm+rn+sn_1' Lm+sn]

= L(m,n;r +s+ 1) olur.
iv)n=1igin L(m,2;r) = Zr[Lm+r1: Lm+r2]
Zr[Lm+r11Lm+r2] € Lintry4mtr, S Lntryaryer = LM, Ly + 15 + 1)
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=L(m,1;r + 1) olur.
n > 1igin yapalim.
Lmn+ L) = Zr[Lm+r1f "'vLm+rn+1] c Zr[Lm+r1+r2+1’ ---:Lm+rn+1]
= Zr+1[Lm+r1+r2+1v R Lm+rn+1] = L(m: nr+ 1) dir.
Lemma 3: L Lie cebirinin A, B, C idealleri verilsin. Varsayalim ki a € A,b € B,c € C
olsun. O zaman
[[a b],c| +[[b,cl,a] + [[c,al,b] = O moddlo [[4,B],[A, C1] + [[4,B], [B, C]] +
[[4, c],[B, C]].
Sonug 1: Varsayalim kia € L(m,n;r), b € L(m,p;s), c € L(m, q; t) olsun. O zaman
[[a, b],c] + [[b, c],a] + [[c, a],b] =0 modilo L(m,n+p+q;r+s+t+1)di.
ispat: A= L(m,n;7), B =L(m,p;s) ve C = L(m,q;t) verilsin. O zaman Lemma
3.10 dan
[[4,BL.[A,C]] = [[L(m,n; 1), L(m, p; 5) 1, [L(m, n; 1), L(m, q; 1)]]
c[Lm,n+p;r+s),L(mn+q;r+t)]
ClLmn+p+n+qr+s+r+t)]

r+s+r+t

c > L L L
r+s+t+1
S : : |:Lm+r—1+r ""’er|+|‘+|’ ’Lm+r ""’Lm+r 'Lm+r ""’Lm+r :|
1 n+p+l n " in+p+n n+l n+p n+p+n+l n+p+n+q
r+s+t+l

=Lmn+p+qr+s+t+1)elde edilir.

Benzer sekilde [[4, B], [B, C]] ve [[4,C],[B, C]] igin de yapilr.

Buradan [[4, B],[4,C]] + [[4,B],[B,Cl] + [[A.CL[B,C]] S L(mn+p+q;r + s+t +
1) olup istenilen elde edilir.

Tanim 3: Bazlar: ¢, c, temel komiitatorleri igin ¢ = [c,, ¢,] ile ¢ bir temel komiitator
olacak sekilde verilsin. ¢ nin F(m,1;r) = F,,,, nin i¢cinde yapisal olarak icerilmesi
icin gerek ve yeter kosul ¢ € F,,,,. olmasidir. Varsayalim ki butiin r ler ve bitin
1<t<mnigin ¢ nin F(m,t;r) nin iginde yapisal olarak igeriimesinin ne anlama
geldigi tanimlanmis olsun. O zaman F(m, n; r) iginde ¢ nin yapisal olarak igerilmesi
icin gerek ve yeter kosul ¢, in F(m,s; ;) igcinde yapisal olarak igerilmesi ve ¢, nin
F(m,t;r,) icinde yapisal olarak icerilmesidir. Oyle ki bazi s,t > 1 ve bazi r;,r, >0
ve s+t=n, n,+r, =r olmaldir. EGer s > 2 ise otomatik olarak c, € F,, olur.
CUnki [¢q, ;] temel bazdir.

Bir ¢ temel bazi igin ¢ € F(m,n;r) olmasi igin gerek ve yeter kosul ¢ nin yapisal
olarak F(m,n;r) tarafindan icerilmesidir.

Lemma 4: Eder c € F(m,n;r) ise ¢ € F(m,n;r) dir.

ispat: ¢ € F(m,n;r) ise c yapisal olarak F(m,n;r) tarafindan igerilir. ¢ = [c;, c,]
olsun. O zaman c¢; € F(m,s; k) vec, € F(m,t;l) olur. Bu sekilde sve t 1 olana
kadar yapisal olarak igcerilme tanimi ve timden gelim uygulanarak ¢ € F(m,n;r)
oldugu elde edilir.
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Lemma 5: Eder ¢ € F(m,n;r) ise

i) cE Fimyn—1;r+m)

i) c €EF(m,n;r—1) dir.
ispat: i) c € F(m,n;r) olsun.
c€ F(m,n;r) = Zr[Fm+r1’ ...,Fm+rn_1,Fm+rn] dir.

c Zr[Fm+r1ﬂ H Fm+m+rn_1+rn]
= Zr+m[Fm+r1: ---:Fm+rn_1] = F(m:n —-Lr+ m)

c € F(m,n—1;r +m) olur.
i) c€F(@mmr) olsun. F(m,n;r) € F(m,n;r — 1) oldugunu Lemma 3.10 dan
biliyoruz. O zaman
c € F(m,n;r — 1) olur.
Ornek 3: F(m,n;7) iginde c nin yapisal olarak icerilmesi icin gerek ve yeter kosul
s,t=1ver,r, >0iken s+t =n, rn +r, =r olacak sekilde c¢; in F(m,s;r;) iginde
yapisal olarak icerilmesi ve ¢, nin F(m,t; r,) icinde yapisal olarak icerilmesidir.
m=3,n=2ver =3igin F(3,2;3) = [Fs, F3] + [Fs, F,] tir.
¢ = [c1,¢,] olmak lzere F(3,2;3) icinde yapisal olarak igerilsin. O zaman n; = 1,
n,=1,rn =2, r,=1 olmak Ulzere ¢, F(3,1;2) iginde ve c¢,, F(3,1;1) iginde
yapisal olarak igerilsin. ¢;, F(3,1;2) iginde yapisal olarak igeriliyorsa biliyoruz Ki
s = 1 oldugu igin ¢; € Fy,, = F5 dir. ¢c;, F(3,1;1) iginde yapisal olarak igeriliyorsa
biliyoruz ki t = 1 oldugu i¢in ¢; € Fp,,, = F, tlr.
O zaman ¢ = [¢4, ¢;] € F(3,2; 3) olur.
Not 1: n ve r pargalanisinin, =1, n, =1, r; =3, r, = 0 olarak da alabilirdik.
Lemma 6: Varsayalm ki b € F(m,s;i) ve c€ F(m,t;k) s+t=nve i+k=r
olacak sekilde baz elemani olsunlar. O zaman [b, c] herbiri yapisal olarak F(m,n;r)
tarafindan igerilen temel komutatorlerin bir toplamina modilo F(m,n;r + 1) e gore
kongruenttir.
ispat: b ve ¢ sadece F nin Ureteglerinin bir sonlu sirasini icerdidi icin F yi sonlu
dogurulmus varsayabiliriz.
Varsayalim ki b > ¢ olsun. E§er b F nin bir Ureteci ise agik olarak [b,c] bir temel
komUtatordlr. Eger b = [by, b,] ve b, < c ise tekrar [b, c] bir temel komUtator olur
ve burada gosterilecek bir sey yoktur.
Bir komatatorin farklihk numarasini [b,c] de b,c temel komitator ve b > ¢ iken
asagidaki yolla tanimlayalim.
w uzunluklu b verilsin ve uzunlugu v <w olacak sekilde bir temel komutator
oldugunu varsayalim. ¢ de uzunlugu g olan bir temel komutatér olsun. Sonra g < w
ve d.n.[b,c] = v — g olsun.
Simdi d.n. [b, c] lizerinden timevarim kullanalm.
Varsayalim ki b = [by, b,]; b; ve b, temel komitatér ve b, > ¢ olsun. O zaman
1 (b,) =1 (c) dir. Ve b, € E,, ve sonug olarak b; € F,, olur.
Boylece biz s > 2 varsayabiliriz ve b, € F(m,sy;i;), b, € F(m,s,;i,); 51 +5, = s,
i, +i, =1i(s,s, =1ve iy, i, = 0)yazariz.
3) [b,c] = [[bl, bz],c] = —[[bz,c],bl] - [[c, bl],bz] modilo F(m,n;r + 1).
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Simdi  d.n.[b;,c] <d.n.[b,c] olup tiimevarim hipotezi geregi her i igin
e; € F(m,s; +t;i; + k) olacak sekilde temel komitatorler ve ;€ Z olmak lzere
[by,c] = ;e + -+, e, modilo F(m,s; +t;i; +k + 1).

[x +y,z] = [x,z] + [y, z] oldugundan Lemma 3.10 ve Lemma 3.11 den

(4) [[by, ], by] = Z?zl ; [ej, b,] modiilo F(m,n;r + 1) dir.

Simdi her bir 1<j<gq igin [(e;) =1 (b) dir. Ayrica b, >c olup d.n.[b,,c] <
d.n.[b,c] dir. Bbylece her bir [e;,b,] icin ve sonug olarak [[by,c],b,] igin
timevarimdan F(m,n;r) tarafindan yapisal olarak icerilen temel komd{tatorlerin bir
toplamina modiilo F(m,n;r + 1) e goére kongruenttir yazilabilir.

Ayrica d.n.[b,,c] < d.n.[b, c] oldugundan her i igin f; € F(m,s, + t; i, + k) olacak
sekilde temel komtatorler ve B; € Z olmak Uzere

[by,cl = Bify + -+ Bufn, modiilo F(m,s, + t; i, + k + 1) e gore kongruenttir.

Belirli bir f; icin 2 Ihtimal vardir. Ya f; > b, ya da f; < b; dir. Yukaridaki her bir
durumda da

(5) [[b,,c], by] = ., B[ f;, b1] modilo F(m,n;r + 1) dir.

Simdi 2 durumu da inceleyelim.

Durum 1: f; > b, olsun. Simdi I (f;) < I (b) ve ayrica b, > b, > c olup d.n.|[fj, b, | <
d.n.[b,c] olur.

Durum 2: f; < by olsun. [ (b;) <1 (b) ve ayrica c den daha buyik uzunluga sahip

f; lerigin f; > c olup d.n.[by, fj] < d.n.[b,c] olur.

Bdylece timevarim hipotezinden her bir [fj, bl] F(m,n; r) tarafindan yapisal olarak
icerilen temel komutatorlerin bir toplamina modilo F(m,n;r + 1) e gére kongruent
olur. Ve bdylece (5) den [[b, c],b;] de olur. Béylece [[by,cl,b,] ve [[b,,cl,b]
modilo F(m,n;r + 1) e gore bir toplamdir ve (3) den istenilen elde edilmis olur.

. Fm,n;7) : z .
Teorem 1: /F(m,n;r +1) serbest abelyendir. Ve ¢ € F(m,n;r) olmak

Uzere mn + r uzunluklu ¢ temel komutatorleri tarafindan Uretilir.
i .y Fm,n;7r)
Ispat: L = /F(m,n;r +1) alalim.

F(m,n; F(m,n;
[L L] = (m,n r)/F(m,n;r+1)’ (mn r)/F(m,n;T+1)

_ (F(m,n;r))Z/F(m RN = Fm,n;r + D/F(m nr+1)

= 0 olur.
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F(m,n;r)
Buradan /F(m, nr+1) serbest abelyen olur.

Ayrica F(m,n;1) € Fypyr V€ F(m, ;7 + 1) € Fppyryq dir.
$Simdi temel komutatorlerin mn + r uzunluklu oldugunu géstermeliyiz.
n=1 iken FOm, ;1) = Fpyp Ve FOM L7 +1) = Fpypyy Olup 7747/ elde

m+r+1
edilir ki bunun temel komutatérlerinin uzunlugunun m + r oldugunu biliyoruz. n > 1

iken timevarim uygulayalim. Eger a € F(m,n;r) ise a; b = [by, ..., b,] b; € Fyy i Ve
r, + -+ 1, = r olacak sekilde b lerin toplamidir.

Tldmevarim hipotezinden [by, ..., b,_;] F(m,n — 1;r — ) tarafindan yapisal olarak
icerilen temel komdutatérlerin bir toplamina modilo F(m,n — 1;r —n,, + 1) e gore
kongruent olur. Ve byise F,,, tarafindan yapisal olarak igerilen temel
komdtatorlerin bir toplamina modilo F,.,, ., € gore kongruent olur.

Simdi Lemma 3.10 den

[F(m,n— Lr—n + 1),Fm+rn] c Flmyn;r+1)

[F(m,n - 1;r— rn),Fm+Tn+1] c Fimnmr+1)

olur. Boylece problem a € F(m,n — 1;r —1,,) ve b € F(m, 1;r,) iken [a, b]; her biri
F(m,n; r) tarafindan yapisal olarak igerilen mn + r uzunluklu temel komitatérlerin
bir toplamina modilo F(m,n;r + 1) e gbre kongruenttir durumunu gdstermeye
indirgenir. Bunu da Lemma 4.5 de yapmistik.

Sonug 2: Bir b temel komutatori verilsin. O zaman b € F(m,n;r) © b € F(m,n;r)
dir.

ispat: —») Lemma 4.2 de yapildi.

<) Varsayalim ki b € F(m, n;r) olsun. b # 0 ve bir temel komutator iken b €n2, F;
olur. Cunkl serbest Lie cebirleri rezidlli nilpotenttir. Bdylece b ¢n;2; F(m,n;i)
olur ve varsayalim ki b € F(m,n;s),b € F(m,n;s + 1) olsun. s > r ve Teorem 4.6
den bmodilo F(m,n;s + 1) e gére F(m,n;s) tarafindan yapisal olarak igerilen
temel komutatoérlerin bir toplamidir. Boylece b de temel komitatér oldugundan bu
tek toplam tam olarak b olur ve bu bize b € F(m,n; s) oldugunu verir ve bdylece b €
F(m,n;r) .

Teorem 2: F,, in her elemani a; € Z, ¢; < -+ < ¢; temel komUtatorlerin bir sirasi
iken mod F(m,n;r) e gbre a;c;+ -+ asc, olacak sekilde c, ..., cs F,, tarafindan
yapisal olarak icerilen uzunludu mn+rden kuglik olacak sekilde temel
komutatdrler olmak Uzere tek tirli yazilabilir.

ispat: Teorem 1 den agik.

Teorem 3: F N Fyper = F(m,n; 7).

ispat: ispati r lizerinden tiimevarimla yapalim. r = 0 durumu agiktir.

F(m,n;1) € Fpp N Fnyr Oldugu acikga bellidir. > 0 varsayallm ve a € F,, N
Fpner OlSUN. a € F(m,n;r — 1) iken timevarim hipotezi ve Teorem 4.5 den a mod
F(m,n;r) ye gore mn + r — 1 uzunluga sahip temel komutatérlerin bir toplamidir.
Ayrica a € F,,,,, ise bu toplam 0 olmak zorunda kalir ve bdylece a € F(m,n;r) dir.
Boylece
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Fpn N Fpnyr € F(m,n; ) olur. Buradan
Fpn N Fppnyr = F(m,n; r) elde edilmig olur.
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